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PREDGOVOR

Ovaj udzbenik namenjen je prvenstveno studentima TehniCkog fakulteta
“Mihajlo Pupin” u Zrenjaninu. Predmet Automatsko upravljanje se sluSa na
slede¢im smerovima: Industrijsko inZenjerstvo, Masinsko inZenjerstvo,
Informacione tehnologije-inzinjerstvo, Inzinjerstvo zastite zivotne sredine,
Industrijsko inzinjerstvo u eksploataciji nafte i gasa 1 Informatikai tehnika u
obrazovanju

Knjiga “ZBIRKA RESENIH ZADATAKA 1Z AUTOMATSKOG
UPRAVLJANJA” kroz uradene zadatke prati nastavne sadrzaje koji su dati
u knjizi Automatsko upravljanje.

Kroz uradene zadatke obradene su sledece oblasti:

Direktna i inverzna Laplasova transformacija i reSavanje diferencijalnih
jednacina pomoc¢u Laplasove transformacije. Posebna pogodnost Laplasove
transformacije ogleda se u tome S§to se ona moze savladati i prakticno
koristiti bez nekih specijalnih zahtevnih matematickih osnova. Uradeni su
zadaci metodom jednakih koeficijenata i primenom Hevisajdove teoreme
razvoja.

Prenosna funkcija sistema automatskog upravljanja u kojoj su kroz zadatke
obradeni algebra blok dijagrama, graf toka signala kao vizuelne predstave
sistema. Dati su reSeni zadaci koji se odnose na koncept stanja sistema
odnosno prostora stanja sistema. Dati su primeri pretvaranja
standardizovanih prenosnih funkcija u faktorizovanu formu i formu prostora
stanja, odnosno njithovih medusobnih veza koriste¢i odgovarajuce
softverske forme.

Vremenske i frekventne karakteristike sistema date su kroz zadatke koji se
odnose na odskoc¢ni, impulsni odziv sistema kao i odgovaraju¢e Bodeove
dijagrame. Najve¢im delom za dobivanje ovih karaktetistika su se koristili
odgovarajuci softverski alati.

Analiza stabilnosti sistema automatskog upravljanja radena su kroz zadatke
koji se odnose utvrdivanje stabilnosti po Najkvistovom i Bodeovom
kriterijumu stabilnosti. Uradeni su zadaci koji se odnose na amplitudni i
fazni pretek kao mera relativne stabilnosti sistema. Najvecim delom izrade
ovih zadataka je ostvaren takode koriste¢i odgovarajuce softverske alate.

Od metoda za sintezu sistema najpre je obradena metoda sinteze u
frekventnom domenu, preko Bodeovih dijagrama. Detaljnije se obrazlaze
postupak projektovanja primenom metode geometrijskog mesta korena. Dat



je originalni analiticki prilaz sinteze diferencijalnog 1 integralnog
kompenzatora baziran na konvencionalnim grafoanalitickim metodama,
propracen odgovaraju¢om softverskom podrskom za koris¢enje MATLAB-a



SADRZAJ

1. MATEMATICKI MODELI ELEMENATA I SISTEMA................ 7
1.1. Laplasova transformacija .........cccceveeieiieeniiiie e 7
1.1.1. Laplasova transformacije osnovnih funkcija.........c...cccccevverirennne. 7
1.1.2. Osnovne teoreme Laplasove transformacije .........ccccccceevverieennene. 9
1.0.30 ZAUACH et 10
1.2. Inverzna Laplasova transformacija ..........cccceevvveieeieccicsiese e 16
1.2.1. Metoda jednakih KOEFICIIENALA ..........ccerverviriiiinieieesc s 18
1.2.2. Hevisajdova teOrema razVoja ........ccevverververieneneeieeniesie e siesieseeas 21
1.2.3. ReSavanje diferencijalnih jednacina Laplasovom transformacijom
............................................................................................................... 36
1.3. Analogije elemenata i SISLEMA.........ccccereiiiiiiniiieeee e 49
1.5. Strukturni blok dijagrami SIStEMa ..........ccceririniniinieiee e 56
1.6. Graf toka Signala ..........ccooviiiiiiice 67
1.6.1. Ekvivalentne transformacije grafa toka signala .............cc.cc.e..e. 69
1.7. Model sistema u prostoru Stanja..........cccecerererinenieeienene e 74
1.8. Funkcije za konverziju jednog sistema u drugi .........cccceeververeereeene. 87

2. VREMENSKI | FREKVENTNI ODZIV SISTEMA...................... 91
2.1 Odredivanje odziva na osnovu prenosne funkcije..........cccovvvivernnnnn. 91
2.1.1 Vremenski odziv elemenata i SIStEMa ..........ccooeveieieneneninnnnns 91
2.1.2. Frekventni odziv elemenata i SIStEMa .........ccccceveiereiinicninnnnen 104

3. STABILNOST SISTEMA ..o 120

3.1. Kriterijumi stabilnosti linearnih sistema automatskog upravljanja..120

4. KRITERIJUM ZA ANALIZU | SINTEZU SISTEMA
AUTOMATSKOG UPRAVLJIANJIA ..ot 149

4.1. Karakteristi¢ne veliCine za ocenu kvaliteta prenosa ulaznog signala u
USERIJENOM STANJU ...t 149

4.2. Karakteristi¢ne veli¢ine za ocenu prelazne pojave i relativne
StADIINOSEE SISTEMA. ... s 151



5. SINTEZA LINEARNIH SISTEMA  AUTOMATSKOG
UPRAVLIANUIA . 167

5.1 Sinteza kompenzatora primenom Bodeove metode............ccccuen.e.. 167

5.2. Sinteza kompenzatora pomoc¢u metode geometrijskog mesta korena.



1. MATEMATICKI MODELI ELEMENATA 1
SISTEMA

1.1. Laplasova transformacija

Pod direkthom Laplasovom transformacijom (L-transformacijom)
smatramo operator kojim se neka funkcija f(t), definisana u vremenskom
podrucju, transformise u funkciju F(s) kompleksne varijable s=o+ jw

prema formuli

(1.1)

A inverzna Laplasova transformacija se odreduje po formuli

— (1.2)
Za pojedine velicine 1 oznake u izrazima (1.1) 1 (1.2) uvode se sledeci
termini:
- operator Laplasove transformacije,
- operator inverzne Laplasove transformacije,

S - kompleksna ucestanost ili kompleksna promenljiva Laplasove
transformacije

- kompleksni lik funkcije

- original funkcije
1.1.1. Laplasova transformacije osnovnih funkcija

U sledecoj tabeli su date Laplasove transformacije Cesto upotrebljavanih
funkcija



Tabela 1.1. [30]

Original

Laplace-ova slika

Dirac-ov impuls: &(t)

sm=1> 170 Té(t)dt -1 !
oo, t=0" J B
Step funkcija: h(t)
1
0, t<0 e
h(t) = s
1 t>0
ot 1
s+a
tﬂefat nl
(S+a)n+1
s
cosat
s? +w?
sin at _ @ .
s’+w
s+a
—at
e coswt —(s+a)2 e
(4]
e sin wt —
(s+a) +w
s’ —w?
tcosat —
(s +w°)
. 25
tsin ot 107
s+a)? — w?
te ™ cosat ( )

(s+a)° +?)




1.1.2. Osnovne teoreme Laplasove transformacije [39]

Teorema linearnosti.

(1.3)
gde su a - konstanta, a F1(s) i F2(s) — kompleksni likovi funkcija fy(t) i fa(t),
respektivno.

Cisto vremensko kaSnjenje.

(1.4)

Pomeranje kompleksnog lika. Osobina Laplasove transformacije, pogodno
se koristi za nalazenje kompleksnih likova funkcija koje sadrze
eksponencijalni faktor

(1.5)

Teorema o izvodu originala. Na osnovu definicije Laplasove
transformacije sledi da je

(1.6)

- (1.7)

Na sli¢an nacin, sukcesivnom primenom parcijalne integracije, moze se
dobiti kompleksni lik n-tog izvoda originala

(1.8)

Teorema o integralu originala. Kompleksni lik integrala funkcije se moze
neposredno dobiti parcijalnom integracijom definicionog integrala Laplasove
transformacije, i na kraju se dobije:



— (1.9)

Sukcesivnom primenom parcijalne integracije pokazuje se da je

— (1.10)
Prva grani¢na teorema
(1.11)
Druga grani¢na teorema
(1.12)
1.1.3. Zadaci
Zadatak 1.1

Odrediti Laplasove transformate za sledece funkcije:
a) y(t) =0o(t), gdje je sa 5(t) oznacena Dirakova delta funkcija

b) y(t) =h(t), gdje je sa h(t) oznacena Hevisajdova funkcija, ili jedini¢na
odskoc¢na funkcija

V) y(t) =th(t)
9 y© =4 1)

d) y(t) =sin(at)h(t)
d) y(t) = cos(@i)h(t)
ReSenje:

Prema definiciji Laplasove transformacije imamo:

10



L{s@t)}= Té(t)e‘“dt e =1

b) Prema definiciji Laplasove transformacije za Hevisajdovu funkciju
imamo:

e
0

L {h(t)} = ! h(tye *dt = ! ledt =

v) Prema definiciji Laplasove transformacije, te primenom parcijalne
integracije, imamo:

L {th(t)} jth(t)e‘“dt Ite‘“dt—(t—u dt =du,dv = e‘“dtv——le j

<2

stT+
0 S

n |-

T ’S‘dt—0+—= L
0

g) Prema definiciji Laplasove transformacije, te primenom parcijalne
integracije, imamo:

2

t2 F t2 —st K t —st 2 —st 1 —st
Li=h(t) = [=h(t)e"dt = [ e dt = ——u,tdt:du,dv=e dt,y=—=e" |=
2 ) 2 ) 2

S
2 [ee]
© 1 11 1
—t—e_St |+—Ite_8tdt = 0+——2 = —3
28 0 Sy ss® s
. eia}t _ e—iwt
d) Kako je e'* = cosat +isin t, mozemo pisati: sin at = >
i
Prema definiciji Laplasove transformacije ¢e biti:
th _e—iwt © eiw’[ o e—iwt
L {sin(et)h(t)} j sin(wt)h(t)e *dt j ST edt= j = et j = _edt=
o 2 o 2 o 2
o —(s—iw)t o —(s+iw)t
e e 1( 1 1
B dt—J‘ R dt:—( - - R j: za) 2
o 2 o 2 2i\s—iw s+iw) s"+o
d) Kako je ' = cosamt +isin wt, moze se pisati:
iwt —iwt
cosawt = ET . Prema definiciji Laplasove transformacije imamo:

11



ot

L{cos(a)t)h(t)}=Tcos(a)t)h(t)e‘5‘dt j % edt _j e st 1 j

0
0 (s io)t o —(s+iw)t 1 1 1
j dt+je dtz—( S j: S
5 2 2\8—-lw S+iw S“+w

Zadatak 1.2.
Odrediti Laplasovu transformaciju sledec¢ih funkcija

a)

b)

C) [25]
ReSenje:

a)

b)

—iwt

Zadatak 1.3. Odrediti Laplasovu transformaciju sledecih funkcija

a)

12

—St dt —



b) [25]
ReSenje:

a)

b)

Zadatak 1. 4.

Dat je ulazni signal kao na slici:

a) b) ol L
f(t)
f(0) | | | |
2A s C) | u © t
A noow©
.
T 2T t 5

Poznato je: t1=2s, t2=7s, T=3s, A=5

Odrediti sliku zadatog signala, i proveriti da li je dobar original koriste¢i
naredbe MATLAB-a

ReSenje:

13




T=3; w =5*heaviside(t - 3) +
5*heaviside(t - 6)
A=5;
w=A*heaviside (t-T) +A*heaviside (t-2*T) 9=
5/(s*exp(3*s)) +
g=laplace (w) 5/(s*exp(6*s))
f=ilaplace(qg) f=

t = 0:0.001:15; S5*heaviside(t - 3) +

plot (t, f) 5*heaviside(t - 6)

14



w=5*heaviside (t)-10*heaviside (t-
tl)+5*heaviside (t-t2)

g=laplace (w)
f=ilaplace (qg)
t = 0:0.001:15;

plot(t, )

syms s t;

w=A*heaviside (t-tl)-A*heaviside (t-tl-
T)+A*heaviside (t-t2) -A*heaviside (t-t2-T)

g=laplace (w)
f=ilaplace(qg)
t = 0:0.001:15;

plot (t, f)

15

W=

5*heaviside(t -
10*heaviside(t -
5*heaviside(t)
g:
5/(s*exp(7*s))

7)
2)

10/(s*exp(2*s)) + 5/s

f=

5*heaviside(t -

10*heaviside(t- 2) + 5

W=

5*heaviside(t -
5*heaviside(t -
5*heaviside(t -
5*heaviside(t - 10)

g:

5/(s*exp(2*s))
5/(s*exp(5*s))
5/(s*exp(7*s))
5/(s*exp(10*s))

f=

5*heaviside(t -
5*heaviside(t -
5*heaviside(t -
5*heaviside(t - 10)

7)

2)
5)
7)

2)
5)
7)

+

+



1.2. Inverzna Laplasova transformacija

Nekada se pojavljuje potreba da se iz algebarske jednacine odredi funkcija
f(t) koja predstavlja orginalnu zakonitost kretanja sistema. To se moze
ostvariti pomoc¢u inverzne Laplasove transformacije koja prdstavlja
kompleksni lik neke funkcije F(s) i transformise se u original f(t), sto se
simbolicki oznacava sa:

{F@)}=
Inverzna Laplasova transformacija zasniva se na integralu

O+

f(t):Ll[F(s)]:ij F (s)e"ds

o+

Integraljenje se vr$i duz prave Re(s) = o izabrane tako da se svi polovi
funkcije F(s) nalaze levo od nje. U svim slufajevima od interesa u
automatskom upravljanju funkcija F(s) se moze prikazati u obliku racionalne
razlomljene funkcije:

F(s)=

gde su P(s) i Q(s) polinomi po s, pri cemu je stepen polinoma u brojiocu
manji ili jednak stepenu polinoma u imeniocu (m  n). Nule polinom P(s) i
Q(s) nazivaju se nule 1 polovi funkcije F(s). Posto su P(s) 1 Q(s) polinomi sa
realnim koeficijentima, njihove nule, odnosno nule i polovi funkcije F(s)
mogu biti ili realni, ili u konjugovano kompleksnim parovima. Tada se
inverzna Laplasova transformacija moze na¢i razvojem funkcije F(s) u
parcijalne razlomke (Heaviside - ov razvoj) ili primenom Kosijeve teoreme
ostataka. U mnogim slu¢ajevima inverzna Laplasova transformacija moze se
naéi u tablicama Laplasovih transformacionih parova [39].

P(s) b,s"+b, ,s" +..+bs+h
Q(s) as"+a,,s" +..+as+a,

Zadatak 1.5
Odrediti original f(t) funkcija datih svojim kompleksnim likovima [25]
a) —_
b) —
c)
d) —
16



e) S
ReSenje:
Direktno iz tablica Laplasovih transformacija dobija se:

a)

b)

d)

— [25]

17



1.2.1. Metoda jednakih koeficijenata
Zadatak 1.6
Zadata je slika nekog sistema ——. Odrediti orginal za zadanu
sliku.
ReSenje:

Rastavljanjem na proste ¢inioce poznatom metodom jednakih koeficijenata
se dobiva:

Iz ovih izraza dobija se:

Primenom inverzne Laplasove transformacije dobija se uz pomo¢ izraza iz
tablice:

18



Zadatak 1.7

Zadata je slika nekog sistema , potrebno je naéi original koristeéi inverznu
Laplasovu transformaciju [18]

ReSenje:

Primenom metode jednakih koeficijenata dobija se:

Iz ovih izraza dobija se:

Primenom inverzne Laplasove transformacije dobija se uz pomo¢ izraza iz
tabele 1.1:

Zadatak 1.8

Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju za sistem c¢ija je prenosna
funkcija [18]:

19



ReSenje:

Prenosnu funkciju predstavimo u vidu zbira parcijalnih razlomaka:

Koeficijente A, B, C, D odredujemo izjednacavaju¢i koeficijente uz
odgovarajuce stepene promenljive :

(A+C)
Na osnovu ovoga dobijamo sledece jednacine:

(1) A+C=0

(2) 2A+B+2C+D=1
(3) 5A+2B+2C+2D=2
(4) 5B+2D=3

ResSavanjem ovog sistema jednaCina dobijaju se sledeée vrednosti za
koeficijente A, B, C, D:

A=0, B=1/3, C=0, D=2/3

Prenosna funkcija sada je:

+

4= [—]
- 1+ [—1I-

Koristimo osobinu da je [F(s—a)]=

20



-1 1+- [—1

Na osnovu osnovnih osobina Laplasove transformacije dobije se original za
zadanu sliku.

Zadatak 1.9

Odrediti  funkciju inverznom Laplasovom transformacijom datog
kompleksnog lika [18]:

ReSenje:

Izjednacavanjem koeficijenata u brojiocu dobijamo sistem jednacina:
A+B=3
2A+3B+C=9
2A+3C=5

Resenje dobijenog sistema jednacina je: A=1, B=2, C=1. UvrStavanjem
reSenja u parcijalne razlomke dobijamo:

—+

Preuredivanjem drugog ¢lana dobijamo formu ¢ija se inverzna Laplasova
transformacija moze se odrediti tabelarno:

—+

Na osnovu tabelarnih vrednosti dobijamo:

1.2.2. Hevisajdova teorema razvoja

21



Ako je F(s) racionalna funkcija oblika:
F(s)=—

gde su P(s) i Q(s) polinomi po s. Stepen polinoma P(s) manji je od stepena
polinoma Q(s), onda bi iznalaZzenje funkcije (t) primenom inverzne
Laplasove transformacija uz pomo¢ pravila za rastavljanje racionalne
funkcije F(s) na proste razlomke metodom jednakih koeficijenata bilo dosta
komplikovano.

Ovaj problem se moze znatno pojednostaviti primenom Hevisajdove teoreme
razvoja.

Hevisajdova teorema razvoja polazi od toga da se nalazenjem korenova
jednaéine  Q(s) = 0, koji se mogu oznaciti sa vei e, polinom Q(S)
moze se napisati u obliku:

QB)=(s- )s- )(s- ).(s- )

pa jednacina postaje:

F(s)=—=

Vrednosti ... za koje polinom Q(s) postaje ravan nuli, odnosno za

koje F(s) postaje beskona¢na nazivaju se nulama imenioca i predstavljaju
polove funkcije F(s) [39].

1. Slucdaj: kada sa svi polovi realni i prosti. Ako su svi koreni , ...,
jednacine Q(S) = O realni i prosti, kompleksni lik se moze napisati u
faktorizovanom obliku

koji razvijamo u parcijalne razlomke

gde su (k=1, 2, ..., n) koeficijenti [ostaci funkcije F (s) u polovima
, .. ,kojetreba odrediti.

Mnozeéi levu i desnu stranu poslednjeg izraza sa (S — ) i zatim u tako
dobijen izraz stavljaju¢i s= ), na osnovu poslednjeg izraza dobijamo
relaciju

22



kojom su odredeni svi koeficijenti Ky. Ovaj postupak postaje u primeni
jednostavan kada je Q(s) dato u faktorizovanom obliku.

Medutim, ovi koeficijenti se mogu odrediti i kad Q(S) nije faktorizovano.
Naime, poslednja formula se moZze napisati kao

Kada s , posledniji izraz postaje neodreden (0/0) jer (S) sadrzi faktor (S
— ). Zbog toga treba primeniti pravilo Lopitala, posle ¢ega se na kraju
dobija

Zamenom dobijenih vrednosti za koeficijente Ky, se dobija

Za nalaZenje inverzne Laplasove transformacije na
osnovu poslednjeg izraza uo¢imo da svi ¢lanovi na desnoj strani poslednjeg
izraza predstavljaju kompleksne likove eksponencijalnih funkcija. Na
osnovu tabele 1.1 i osobine aditivnosti Laplasovog operatora neposredno
dobijamo

Pokazani postupak nalaZenja inverzne Laplasove transformacije poznat je
kao Hevisajdov razvitak [39].

Zadatak 1.10

Naci orginal odnosno inverznu Laplasovu transformaciju za datu prenosnu
funkciju [25]:

ReSenje:

23



Primenom Hevisajdovog razvoja, prenosna funkcija se moze napisati u
obliku (slucaj kada sa svi polovi realni i prosti):

Koeficijenti su:

Tada je:

Na osnovu tabele Laplasove transformacije, orginal za zadanu sliku je:

Zadatak 1.11

a) Naci orginal odnosno inverznu Laplasovu transformaciju za datu
prenosnu funkciju:

b) Naci orginal odnosno inverznu Laplasovu transformaciju za datu
prenosnu funkciju:

ResSenje:

a) Prenosna funkcija ima tri realna i prosta korena (

, tako da koeficijente  (i=1, 2, 3) odredujemo po gore
datim obrascima za ovaj slucaj, a zadanu sliku razvijamo u parcijalne
razlomke

=+ —

24



-+ —

Na osnovu tablica Laplasove transformacije, orginal za zadanu sliku je:
= [—+— —1=¢ +7 -6 )

b) Zadatak reSsavamo primenom Hevisajdovog razvoja, tj. koristeci
formulu:

- . ,t>0
:-1’ :-2’ =-3
—+ —+
—_
[-—+— —l=  +7 -6 )

Vidi se da su reSenja ista u oba slucaja jer se radi o istoj prenosnoj funkciji
samo §to u slucaju b imenilac nije faktorizovan [25]

Zadatak 1.12

Naci orginal odnosno inverznu Laplasovu transformaciju za datu prenosnu
funkciju sistema [25]:

ReSenje:
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Kao u prethodna dva zadatka razvijamo u parcijalne razlomke, a koeficijente
odredujemo na osnovu napred date formule.

Na osnovu tabele Laplasove transformacije, orginal za zadanu sliku je:

Zadatak 1.13

Odrediti original f(t) funkcija datih svojim kompleksnim likovima
a)

b)

ReSenje:

a) Vidi se da imenioci nisu faktorizovani, pa se koristi obrazac koji je dat za
ovaj slucaj
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Prema tome:

b)

2. Slucaj: kada postoje konjugovano kompleksni polovi. Za ilustraciju

nalazenja originala f(t) kada postoje parovi konjugovano kompleksnih

polova lika F(s), pretpostavicemo da jedna¢ina Q(S) = 0 ima samo jedan par

konjugovano kompleksnih polova (= ), a da su ostali koreni,
, .., realniiprosti. Tada je
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Usvojimo da je s;=-atjw ili . Moze se lako pokazati da Ce i
ostatci u konjugovano kompleksnim polovima biti takode konjugovano
kompleksni, tj. ako je, na primer, K; = a+jb, tada je . Prema
tome, F(s) postaje

Koeficijenti Kx(k=3, 4, . . ., n) su odredeni relacijom napred navedenoj. Ista
relacija se moze koristiti i za sracunavanje koeficijenta Kj, koji ¢e u opstem
sluc¢aju biti kompleksan broj. Naime,

gde su, kao $to se vidi, a = Re K; i b = ImK;. Prema gore datim izrazima
dobijamo

Zatim, na osnovu tablica Laplasa , f(t) postaje

Konac¢no, pomocu poznatog trigonometrijskog identiteta, prethodni izraz se
moze napisati u obliku

gde je y= arctg (b/a) [39].

Zadatak 1.14
Odrediti original f(t) funkcije date svojim kompleksnim likom [25]
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ReSenje:

Ovde se javlja slu¢aj konjugativno-kompleksnih polova jednacine
viSestrukosti (prosti). Koriste¢i elementarne trigonometrijske relacije, taj
izraz moze se prevesti na slede¢i oblik:

gde su:

Prema tome, ceo zadatak se svodi na nalazenje rezidijuma K;, odnosno
realnog dela a i imaginarnog dela b.

3. Slucaj: kad postoje viSestruki polovi. Ilustrovaéemo ovaj sluc¢aj na
primeru kada F(s) ima trostruki pol s=s; Ostali polovi S4, S5, . . ., Sy SU svi
realni i prosti. Tada se izraz za F (S) moze razviti u parcijalne razlomke, kao

Da odredimo koeficijente Kii, Ki2 i Ki3, pomnozimo levu i desnu stranu
ovog izraza sa (s % posle ega dobijamo [39]
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Stavljaju¢i s = s; U poslednji izraz, imamo

Za odredivanje K, prethodno treba diferencirati gore dati izraz po s pa zatim
uvrstiti u tako dobijen izraz . Tako se dobija da je

Na sli¢an nain, zamenom S = S; U izraz dobijen posle dvostrukog
diferenciranja po s, izraCunava se

Istim rezonovanjem se moze dobiti opsti izraz za koeficijente Km(m=1, 2, . .
., p) uz visestruki pol s=s;, viSestrukosti p

Posto smo odredili koeficijente K;1, K12 i Ky3, f () postaje

Sto se, pomocu teoreme o izvodu kompleksnog lika, moze napisati kao [39]

Zadatak 1.15. Odrediti original f(t) funkcija datih svojim kompleksnim
likovima [25]

a) S
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b)

ReSenje:

b)
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Zadatak 1.16

Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju funkcija:

ResSenje:
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Zadatak 1.17

Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju ako je data prenosna funkcija:

F(s) =
ReSenje:
Presnosna funkcija F(s) ima jedan realan prost pol I trostruki pol
. Napisana u obliku zbira parcijalnih razlomaka prenosna funkcija
F(s) je:

F(s) = + + + —

Koeficijente  odredujemo na osnovu formule:

33



je visestruki pol.

Pol =2 je trostruki pol, tako da je 1,2,3.

m=1: = — —_— = = -
;

m = 2 = — — = —

= =4
m = 3 = — — = -—
+ + -
[ t—t——]

odredivanje inverzne Laplasove transformacije koristimo sledece parove
Laplasovih transformacija:

F(s)

Zadatak 1.18.

Odrediti original f(t) funkcije date svojim kompleksnim likom
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ReSenje:

Ovde se javlja slucaj viSestrukih konjugovano-kompleksnih polova. Za
odredivanje rezidijuma najpogodnije je koristiti slede¢i obrazac

je visestruki pol.

odnosno:
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Ovo su tabli¢ni slu¢ajevi, tako da je:

1.2.3. ReSavanje diferencijalnih
transformacijom

Zadatak 1.19

Resiti diferencijalnu jednacinu:

za pocetne uslove:

ReSenje:

jednacina Laplasovom

Najpre primenjujemo Laplasovu transformaciju na levu i desnhu stranu date
diferencijalne jednacine, koristeci pri tome osobinu linearnosti:

Kada se nadu Laplasove transformacije pojedinih ¢lanova u gornjoj
jednacini, uz koris¢enje pravila o transformaciji izvoda, dobija se:

gde je:

Zamenom pocetnih uslova u prethodnu jednacinu, dobija se:
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Ovo je algebarska jednacina koja daje vezu izmedu zavisno promenljive X(S)
i Laplasove promenljive s.

Njenim reSavanjem po X(S) se dobija:

Sto predstavlja reSenje polazne diferencijalne jednacine u Laplasovom
domenu. Da bi se dobilo resenje u vremenskom domenu treba naéi inverznu
Laplasovu transformaciju ovog izraza. U tom cilju treba prvo izvrsiti
faktorizaciju polinoma u imeniocu.

Nule polinoma u imeniocu su s1=-1 i s2=-2/3, tako da se gornja jednacina
moze napisati u obliku:

Prikaza¢emo dva nacina za odredivanje konstanti A i B:

I nacin: koris¢enjem jednacine o Hevisajdovom razvoju

II nacin: metodom jednakih koeficijenata:

Brojilac ovog izraza mora da bude identi¢no jednak 0.5, Sto znaci da mora da
bude zadovoljen sledeci sistem jednacina:

A+B =0
213A+B =05
Resavanjem ovog sistema jednacina dobija se:

A=-15 B=15
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Sada smo dobili resenje jednacine u Laplasovom domenu X(s), kao zbir dva
parcijalna razlomka:

za koje je jednostavno naci inverznu Laplasovu transformaciju, kori§¢enjem
tabele 1.1:

Resenje polazne diferencijalne jednacine, za date pocetne uslove je:

Zadatak 1.20

Resiti diferencijalnu jednacinu:

Za pocetne uslove

ReSenje:

Primenom Laplasove transformacije na levu i desnu stranu gornje jednacine:

I zamenom pocetnih uslova, dobija se:

Resenje polazne diferencijalne jednacine u Laplasovom domenu je:

Opet ¢emo prikazati dva nacina nalazenja inverzne Laplasove transformacije
0vog izraza.
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I nacin: lIzvr$i¢emo potpunu faktorizaciju polinoma u imeniocu i prikazati
X(s) u obliku zbira parcijalnih razlomaka:

Koeficijente , i  ¢emo odrediti kori§¢enjem jedna¢ine date u uvodnom
delu ovog poglavlja:

Tako da se X(s) dobija kao sledeci zbir parcijalnih razlomaka:

Primenom inverzne Laplasove transformacije, dobija se:

Ovaj izraz se moze pojednostaviti, jer zadnja dva ¢lana mogu da se prikazu
kao cos(t/5):

I nacin: Kada se u imeniocu javlja kvadratni ¢lan ¢iji su koreni kompleksni,
uobicajeno je da se funkcija prikaze u obliku zbira parcijalnih razlomaka
sledeéeg oblika:

39



Svodenjem ovog izraza na zajednicki imenilac:

1 na osnovu c¢injenice da brojilac ovako dobijenog izraza mora da bude
identi¢no jednak 1/25, dobija se sledeci sistem od tri jednadine kojima su
definisane vrednosti konstanti A, B i C:

A+B=0, C=0, - -
Cijim se resavanjem dobija:
A=1, B=-1, C=0

Sada se X (s) moze napisati u obliku:

Resenje polazne diferencijalne jednacine u vremenskom domenu moze se
dobiti traZenjem inverzne Laplasove transformacije ovog izraza ¢lan po ¢lan,
direktno na osnovu pregleda tablica Laplasovih transformacija (tabela 1.1):

Zadatak 1.21

Metodom Laplasove transformacije odrediti i nacrtati odziv sistema zadatog
diferencijalnom jedna¢inom, sa nultim pocetnim uslovima:

3
dy dy_
dt®  dt

a) x(t)=45(t)
b) x(t) =h(t)
c) x(t) =t

X(t) gde je:

d) x(t) =sin(t)

40



IL Metodom Laplasove transformacije resiti diferencijalnu jednacinu
d?y/dt? +3dy/dt+2y(t) =5e ™ uz y(0)=1iy (0)=-2, te nacrtati y(t) za
t=[0,10] sa obelezenim koordinatama.

ReSenje:

I g=
Odredi¢emo  Laplasovu transformaciju
zadane jednacine: 1 - cos(t)

s%Y (s)+sY(s)= X(s) :
Y(s)= X(s)/(s* +5) i

a)

y=1/(s"3+s) e
g=ilaplace(y) B
t=0:0.01:10; Co
plot(t,g)

b) g =t - sin(t)

y=1/(s"4+s"2)
g=ilaplace(y)
t=0:0.01:10;
plot(t,g)

ssssssssssss

c) g=

y=1/(s"5+s"3) cos(t) +t"2/2 -1
g=ilaplace(y)
t=0:0.01:10;
plot(t,g)

120
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d) g=

y=1/(s"5+2*s"3+s) 1 - (t*sin(t))/2 - cos(t)

g=ilaplace(y)

t=0:0.01:10;

plot(t,g)

Il g=

>>syms s t;

>> ilaplace((s"2+5*s+9)/((s+1)(s+2)(s+4))) | 1/(5*exp(4*t)) - exp(t)/5 +
ans = 5*t*exp(t)

6/5*exp(-4*1)-3/2*exp(-2*t)+5/3*exp(-t)

>>1=0:0.1:15;

>> y=5/6%exp(-4*t)-3/2*exp(-
2*t)+5/3*exp(-t);

>> plot(t,y)

>> xlabel('t(sec)")

>> ylabel('y(t)")

Zadatak 1.22
Resiti diferencijalnu jednacinu primenom Laplasove transformacije ako su
pocetni uslovi , @ pobuda je nagibna funkcija
+
ReSenje:

Najpre primenjujemo Laplasovu transformaciju na levu i desnu stranu date
diferencijalne jednacine, koriste¢i pri tome osobinu linearnosti:
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Pobuda je nagibna funkcija , pa je njena Laplasova transformacija

Zamenom pocetnih vrednosti i jednacine postaje:

Metodom jednakih koeficijenata se dobiva sledeéi sistem jednacina:
B+C=1
A+D=-2
B=0
A=1
Resenje dobijenog sistema jednacina je: A=1, B=0, C=1, D=-3.

Resenje polazne diferencijalne jednafine u vremenskom domenu moZze se
dobiti traZenjem inverzne Laplasove transformacije ovog izraza ¢lan po ¢lan,
direktno na osnovu pregleda tablica Laplasovih transformacija (tabela 1.1):

Zadatak 1.23

Resiti diferencijalnu jednac¢inu primenom Laplasove transformacije, ako su
pocetni uslovi

-3 +2
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ReSenje:

Primenom Laplasove transformacije na datu diferencijalnu jedna¢inu, dobija
Se:

Kada se nadu Laplasove transformacije pojedinih ¢lanova u gornjoj
jednacini, uz koris¢enje pravila o transformaciji izvoda, i zadate pocetne
uslove dobija se:

Ovo je algebarska jednacina koja daje vezu izmedu zavisno promenljive Y(S)
i Laplasove promenljive s.

Njenim resavanjem po Y(S) se dobija:

Sto predstavlja reSenje polazne diferencijalne jednacine u Laplasovom
domenu. Da bi se dobilo reSenje u vremenskom domenu treba naéi inverznu
Laplasovu transformaciju ovog izraza. U tom cilju treba prvo izvrsiti
faktorizaciju polinoma u imeniocu.

Koeficijenti A, B, C su:
A=7,B=4,C=4
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Resenje polazne diferencijalne jednacine u vremenskom domenu moze se
dobiti trazenjem inverzne Laplasove transformacije ovog izraza ¢lan po Clan,
direktno na osnovu pregleda tabele Laplasovih transformacija (tabela 1.1):

Zadatak 1.24
Data je diferencijalna jednacina sistema:
+03 +0.02y=0.6 x

Nacéi odziv sistema na nagibnu ulaznu funkciju 1 nulte pocetne
uslove.

Na osnovu tabelarnih vrednosti dobijamo:
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Zadatak 1.28

Za mehanicki sistem na slici. dato je:
M=20 kg,
f(t)=Fsinat, F =20N, ®=2rad/sec
x , pocetni uslovi kretanja: pocetni polozaj
— - je 0 m, pocetna brzina je 2 m/sec. K=40
: o kg/sec? , D= 60 kg/sec.

A
ED a) formirati model tj. napisati

W diferencijalnu jednacinu koja

o0 E opisuje dinamiku posmatranog
sistema,

b) odrediti i nacrtati zakon kretanja
X(t) za telo koje se nalazi u
sistemu na slici.

ResSenje:

Dato je

Pocetni uslovi kretanja:
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Primenom zakona dinamike za translatorni mehanicki sistem dobija se:

Diferencijalna jednacina kretanja sistema sa slike je:

Primenom direktne Laplasove transformacije i zadatih pocetnih uslova
diferencijalna jednacina postaje:

Ovo je algebarska jednacina koja daje vezu izmedu zavisno promenljive Y(S)
i Laplasove promenljive s.
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Njenim resavanjem po Y(S) se dobija:

Sto predstavlja reSenje polazne diferencijalne jednacine u Laplasovom
domenu. Da bi se dobilo resenje u vremenskom domenu treba naci inverznu
Laplasovu transformaciju ovog izraza. U tom cilju treba prvo izvrsiti
faktorizaciju polinoma u imeniocu

Metodom jednakih koeficijenata se dobivaju sledeci sistem jednacina:
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Resenje polazne diferencijalne jednacine u vremenskom domenu moze se
dobiti trazenjem inverzne Laplasove transformacije ovog izraza ¢lan po ¢lan,
direktno na osnovu pregleda tabele Laplasovih transformacija (tabela 1.1):

1.3. Analogije elemenata i sistema

Zadatak 1.29

Serijsko RLC kolo i1 analogni mehanicki sistemi, translacioni i rotacioni,
pokazani su na slici 1.3. napisati diferencijalne jednacine koje opisuju
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dinamicko ponasanje ovih sistema i odrediti analogne fizi¢ke promenjive i
parameter [38].

-+
oot o o
. —_FT— B’ ) o

_ B
0] B
b) c)
Slika 1.3. [38]

ReSenje:
Primenom Kirhofovog zakona o naponima na serijsko RLC kolo (Slika 1.3a)
dobija se:

u(t) =ug (t) +u (t) +u. (t) =Ri(t)+ L—— () 1_[|(t)dt (1.13)

Kako je i(t) = di) jednacina (1.13) postaje:

_, d’a®) | da(t)
u)=L pre +R ot +—= q(t) (1.14)

Primenom zakona dinamike na translacioni mehanicki sistem (Slika 1.3b)
dobija se:

f(t)=f )+ fa )+ f, 1) (1.15)
gde su:

f () = Kx(t) =K j v(t)dt

dx(t)
fo() =B = Bu()
L dx) L d(t)
f =M =M S
Jednacina 1.15 postaje:
tt)=M O L gy +k vt (1.16)
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f(t)=M +KX(t) (1.17)

4°x(t) |, & IO
dt? dt

Poredenjem jednacine (1.3.1) 1 (1.3.2) sa jednacinama (1.3.4) 1 (1.3.5) vidi se
da su matematicki modeli koje opisuju dinamicko ponaSanje RLC kola 1
analognog translacionog mehanickog sistema identi¢ni, i analogne fizicke
promenjive i parametri su:

u(t) < f(t) Lo d
i(t) < v(t) R< B

ORSSONE |

Na slici 1.3.1.a prikazani su simboli za masu M, elasti¢nost K, trenje B i silu
f(t), anaslici 1.3.1.b analogna mehanicka mreZa translacionog mehanickog
sistema.

# K B\:{:l C})cht) fo]O ] xS Btj_l’“’

a) b)
Slika 1.3.1 [38]

a) Primenom zakona dinamike na rotacioni mehanicki sistem (Slika 1.3c)
dobija se:
M(t) =M, (t)+ Mg (t)+M,(t) (1.18)

gde su:

M (t) = KO(t) = K j w(t)dt

o)

M; (t) = B——— = Bo(t)

d? e(t) dao(t)

M, (t) =J o

=M

Jednacina (1.18) postaje:
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M () = J df’j’t(t) +Bo(t) + K w(t)dt (1.19)
d) . dow
MO =05 B Ko (1.20)

Poredenjem jednacina (1.13) i (1.14) sa jednac¢inama (1.19) i (1.20) vidi se
da su matematicki modeli koje opisuju dinamicko ponacanje RLC kola i
analognog rotacionog mehanickog sistema identi¢ni, 1 analogne fizicke
promenjive i parametri su:

u(t) < M(t) Lo M

i(t) © w(t) R< B
OO NE Y
K

Na slici 1.3.2.a prikazani su simboli za moment inercije J, elasticnost K,
trenje B i moment sile M(t), na slici 1.3.2.b analogna mehani¢ka mreza
rotacionog mehanickog sistema.

1 10
|

R B%—‘ o ™00 [4] Kl B|-

a) b)
Slika 1.3.2 [38]

Poredenjem analognih mehanic¢kih mreZa sa serijskim RLC kolom moze se
izvesti sledeCe pravilo: Mehanickim elementima u paralelnoj vezi
odgovaraju analogni elektricni elementi vezani serijski, a mehanickim
elementima u serijskoj vezi odgovaraju analogni elektricni elementi vezani
paralelno.

Zadatak 1.30

Na slici 1.3.3 prikazan je translacioni mehanicki sistem sa dva stepena
slobode. Koriste¢i analogiju koja postoji izmedu elektricnih i mehani¢kih
elemenata formirati mehanicku i analognu elektricnu mrezu. Izracunati
prenosnu funkciju sistema smatrajuci da je xi(t) ulazna promenjiva, a Xa(t)
izlazana promenjiva sistema [38].
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— —
wf— s ©
M, M,
/ /

Slika 1.3.3 [38]
ResSenje:

Masa My, opruga K, i prigusnica B, vrSe isti pomeraj x,(t). Zato su ovi
elementi mehanicki u paralelnoj vezi, a u analognoj elektricnoj mrezi u
serijskoj vezi. Opruga K; izloZzena je pomeraju xi(t) —Xo(t) i zato je
mehanicki serijski elemenat, a u analognoj elektricnoj mrezi paralelan. Masa
M; i prigusnica B; vrSe isti pomeraj xi(t) i ovi elementi su mehanicki u
paralelenoj vezi, a u analognoj elektri¢noj mrezi u serijskoj vezi. Na slici
1.3.4 prikazane su mehanicka mreza (a) i analogna elektri¢cna mreza (b)
sistema sa slike 1.3.4

K ]32

._|

2) ' b)

50 Ky %0
1‘\/‘]\, 2

(0O b 1ls, B RS B,

Slika 1.3.4.[38]

Primenom metode konturnih struja na kolo sa slike 1.3.4.b dobija se:

M, 950 g KO o Ko=) a.21)
dt dt
K%, (t)+ M, dz;‘tg(t) +B, Xa (tt) (K +K,)x, () =0 (1.22)

Primenom direktne Laplasove transformacije jednacine (1.21) i (1.22)
postaju:

(s*M, +B, + K ) X, (s) - K, X, (s) = F(s) (1.23)
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—K, X, (8) +(s*M, +sB, + K, + K,) X, (s) =0 (1.24)

Iz jednacine 1.23 sledi da je prenosna funkcija translacionog mehani¢kog
sistema:

X, (s K
G(s) = XZ( ) _ > ! (1.25)
() s°M,+sB,+K, +K,
Zadatak 1.32

Na rotacioni mehanicki sistem na slici 1.3.7 dejstvuje mehani¢ki momenat
M(t). Prenosni odnos reduktora odreden je brojem zubaca nj i ny. J; 1 J2 Su
momenti inercije zamajca ¢ija su obrtna kretanja izlozena viskoznom trenju
koeficijenata trenja B; i B,. koeficijent torzione elasti¢nosti osovine ¢iji je
ugaoni pomeraj 04(t) je K;. Izracunati prenosnu funkciju sistema smatrajuci
da je M(t) ulazna promenjiva sistema, a ugaoni pomeraj 0(t) izlazna
promenjiva sistema [38].

ng 82(':)

Kl M(t)
81 ® n Bz
By

Slika 1.3.7 [38]
ReSenje:

Diferencijalne jednacine koje opisuju dinami¢ko ponaSanje sistema sa slike
1.3.7 su

2
FERACIINETAC

1 dt? ! dt + Klel(t) =M (t) - Ml(t) (1.35)
5,900 g 400 _y o (1.36)
dt dt

gde je Mj(t) otpornost momenta, a My(t) pokretacki moment predat
reduktoru.

Izmedu pomeraja pre i posle redukcije postoji veza:

né, (t) =n,6,(t) (1.37)
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ili
6,(t) = %92 (t) = N6, () (1.38)

. n .. : C ) .
gde je N =—2. Oba zup¢anika moraju da izvrse isti rad i zato je:
nl

Ml(t)91(t) =M 2(t)‘92 (t) (1.39)
Iz jednacina (1.37) i (1.38) dobija se:

M, (t) = MZT(t) (1.40)

Primenom direktne Laplasove transformacije prethodne jednacine postaju:

(s°3,+5B, +K,)©,(s) = M(s) — M, (s) (1.41)
(573, +5B,)©,(s) =M, (s) (1.42)
0,(s)=NO,(s) (1.43)
M. (5) = M,(s) (1.44)

1z ovih jednacina sledi da je prenosna funkcija sistema:

0,(s) _ N

G(s)= M(s) s?(N?J,+J,)+s(NB,+B,)+NK,

(1.45)
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1.5. Strukturni blok dijagrami sistema

Dinamicki modeli slozenih sistema, ukljuuju¢i 1 sisteme automatskog
upravljanja, se vrlo Cesto prikazuju graficki. Jedan od najéesée koris¢enih
naéina grafickog prikazivanja dinamike sistema su blok dijagrami. Blok
dijagram predstavlja graficki ekvivalent dinamickog matematickog modela
sistema. U njemu su odgovarajuc¢i dinamicki modeli.

Pri formiranju modela nekog prakticnog sistema najcesce se dobija relativno
slozen strukturni dijagram, koji sadrzi vise lokalnih povratnih sprega i veci
broj ulaznih signala. Koriste¢i se principom superpozicije i algebrom
funkcija prenosa, ma kako slozen strukturni blok dijagram sistema se moze
svesti na jednu od osnovnih struktura, od posebno interesa za odredivanje
odgovarajucih funkcija, koje dalje sluze kao polazna osnova za analizu i
sintezu sistema. Pod algebrom funkcija prenosa se podrazumeva skup pravila
koji omogucavaju pomenuto svodenje.

Osnovni elementi blok dijagrama

Osnovni graficki elementi od kojih su sastavljeni blok dijagrami linearnih
sistema dati su na slici 1.5.1.

CCvorovi>
Slika 1.5.1. Osnovni elementi blok dijagrama [44]

Kao §to se vidi sa slike osnovni elementi modela sistema prikazan u vidu
blok dijagrama se sastoji od blokova, grana, sabiraca i ¢vorova.
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Tokovi signala predstavljaju ulazne i izlazne promenljive u sistemu, dok su
blokovima predstavljeni pojedini delovi sistema i1 njihovi dinamicki modeli.
Pri tome se dinamicki model upisuje unutar bloka kojim je prikazan dati
element sistema. Po pravilu se ovi dinamicki modeli prikazuju u Laplasovom
domenu, u obliku prenosnih funkcija koje povezuju ulaznu promenljivu
prikazanu ulaznim signalom i izlaznu promenljivu prikazanu izlaznim
signalom. lIzlazni signal iz bloka se dobija kao proizvod prenosne funkcije
upisane u blok i ulaznog signala.

U nastavku je data tabela u kojoj su data pravila algebra blok dijagrama.

Tabela 1.2 Pravila algebra blok dijagrama [39]
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Pravilo

Prvobitni dijagram

Ekvivalentni dijagram

Jednacina

a)

kombinovanje
serijski vezanih
elemenata

M, M,

GG,

Mj = G326y My

b)

svodjenje
povratnog
kola

k<

1 G

G
1£GH

M; = M,

c)

svodjenje
direktnog
kola

d)

premestanje
bloka iz
povratnog kola

G
1$ GH

My = M

e)

premes$tanje
bloka iz
direktnog kola

Mz '(G'!Gz)M|

f)

pomeranje
povratne sprege
ispred bloka

M; = GM,

q)

pomeranje
povratne sprege
iza bloka

Mz =GM|

h)

pomeranje
diskriminatora
ispred bloka

Mz =GM|!M3

pomeranje
diskriminatora
iza bloka

M2=G(M|3M3)

pomeranje
povratne sprege
ispred diskrim.

Mz =Mt My

k)

pomeranje
povratne sprege
iza diskrimin.

Mz =M|t M3

komutacija
promenljivih

» l

M2=M, M3 IM, |‘
i

J
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Zadatak 1.34

Odrediti ekvivalentnu prenosnu funkciju sistema ¢iji strukturni blok
dijagram je dat na sledecoj slici:

R(s) + Ui(s) + ) Y(s)
L.éﬂt W,(s) W (s) >

r 4 + -

— H,(s) | H(s)

H,(s)

ReSenje:

Za sistem sa povratnom spregom dat blok dijagramom na slici. 1.5.2. na
osnovu definicije funkcije prenosa vrede relacije

R(s) +~E(8) Y(s)
Y(s) =W(s)E(s) — Wis) >
Yl(S) H(S)
Yi(8) =H(s)Y ()
Slika. 1.5.2.

Gde je W(s) — funkcija prenosa direktne grane, H(s) - funkcija prenosa
kola povratne sprege. Blok oznacen kruzi¢em predstavlja diskriminator. To
je elemenat kojim se formira razlika (ili zbir-sumator) dveju ili vise
promenljivih. Prema tome je signal greSke odreden sa:

E(s) =R(5) - Y,(5)

1

E(S):1+W(S)H(S)

R(s)

Y(s)=—L8)

“LwWeHE
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gde je W(s)H(s) - funkcija povratnog prenosa sistema. U slucaju da se radi
0 sistemu sa pozitivnom povratnom spregom S§to je oznaceno sa znakom "+"
naslici.1.5.2. dobija se:

E(s) (s)

1 5
1-W(s)H(s)
W (s)

Y= I WeHE)

R(s)

Dakle funkcija prenosa sistema u zatvorenoj sprezi (slika.1.5.2.) je:

() W(s)

W) = R T TrW(SH )

A funkcija prenosa u odnosu na gresku E(S) je:

E(s) 1

R(s) 1+W(s)H(s)

Koriste¢i gore izvedene relacije dijagrama na slici iz zadatka se moze
pojednostaviti da se odgovarajue lokalne povratne sprege izmedu
promenljivih E(S) 1 U1(S) i tako je izmedu U1(s) i Y(S) zamenjene blokovima
sa odgovaraju¢im funkcijama prenosa kao na slici.1.5.3.

WE (S) =

R(s) +

#i(s) W) | YO
L+ W, ()H,(s) 1+W;(s)H, (s) -

H,(s)

A

Slika. 1.5.3

Kako je funkcija prenosa sistema kojeg ¢ine viSe kaskadno (serijski) vezanih
komponenti onda je funkcija prenosa direktne grane (kola) na slici.1.5.3.
kao ona na slici.1.5.4. Ovo zna¢i da je blok dijagram na slici.1.5.3.
ekvivalentan onom na slici. 1.3.4. Na kraju, koriste¢i napred izvedeno za
funkciju prenosa sistema u zatvorenoj sprezi dobijamo:

R(s) E(s) Ww, LOTER

+ 4 - (I-W’;H;)(1+V”2Hz) i
D. H, |
Slika. 1.5.4
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W (S) — Y(S) — Wl (S)WZ (S)
i R(s) (-W,(s)H,(s))A+W,(s)H,(s)) + W, (s)W,(s)H,(s)
Zadatak 1.35

Odrediti ekvivalentnu prenosnu funkciju sistema ¢iji  strukturni blok
dijagram je dat na sledecoj slici:

—_ +
ﬂs)_:?_k—» Wi(s) ‘]‘_ W,(s) J W,(s) > z(s)
H(s)

W.(s)

ReSenje:

Nacin pojednostavljivanja blok dijagrama nije jednoznacan. Ovde je izabran
jedan nacin transformisanja blok dijagrama.

Hi(s) [*
R > - S al(s)
_(S)—p®+—> PV,(S) ~ ﬂfz(s) — m(s) > > S
X F Hi(s) J
Hu(s)
* W5
Slika. 1.5.5.

Transformacije na slici 1.5.5-1.5.11. su prikazane postupno, pa nije
neophodno komentarisati svaki korak posebno.

' 26100
- W. + Y
Res) "'® W (s) té , 2(5) w0 sl

1 + 1+W5(s)H,(s) +

I Hi(s) |'_

A

W,(s)

Slika. 1.5.6.
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His)[*

s

R(s) + Wy (s) L@
_"T’T’ i(s) 1+ (H )| L2 44
Hi(s)/Wi(s)|«
" W)
Slika. 1.5.7
' Hys)[*
R(s) + ;i_.‘ V2 (Ws(s) o
——DT-'-—b W) 1+Wa(s)H(s) +
Hi(s)/W3(s)|«
"l Wils)
Slika 1.5.8.
W)
R + 1+ Wy (s)H | (s) N @
——b®+—> W, (s) 1+ W3 (s)W3(s)H 3 (s) R
I 1+ Wy (s)H, (5)
Hi(s)/Wi(s) |«
W,(s)
Slika. 1.5.9.
RO + ACIABIAD -

g 1+ Wy (s)H (s) + W5 (s)W3(s)H; (s)

H)(s)/W3(s)

A A

Wi(s)

Slika 1.5.10.
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R(s) W W T Y(s)

| 1w poH W H W H, +
Slika 1.5.11

Na osnovu SI.1.5.11. je jasno da je funkcija prenosa sistema odredena sa:

Y(s) _ W, (S)W, ()W, ()

W, (s) = =W, (s)+
R(s) 1-W, ()W, (s)H, (8) +W, (s)H, () +W, (s)W5(s)H , ()

Zadatak 1.36

Primenom pravila algebre prenosnih funkcija uprosti strukturu blog

dijagrama sa slike 1.5.12 [38]
e N syl oy
—'j | 3 L G4 ﬁ+ |
Gs

Slika 1.5.12. [38]

ReSenje:

Primenom pravila za paralelnu vezu na blokove i strukturni blok
dijagrama sa slike 1.5.12. je:

Ga+Gs > ¥

Slika 1.5.13. [38]
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Pomeranjem diskriminatora iza bloka  strukturni blok dijagrama sa slike
1.5.13. postaje:

i . Gl Gg J G4+Gj T

g M G

Slika 1.5.14.

Primenom pravila za povratnu spregu strukturni blok dijagram sa slike
1.5.14. postaje:

L ] —— G403 >y
3 G T4 G GyGy | L2 3

Slika 1.5.15.

Primenom pravila rednu vezu i povratnu spregu strukturni blok dijagram sa
slike 1.5.15. postaje:

G3(G4+0s)

- 1+ GGG

+G3(G4+G5)
]+GIGEG3

1

Slika 1.5.16.

6163((}4 +G5)
1+C11C12G'3 +G3(G4+ij

G19303,+Tg)
1+ GIGEC‘@ +G3I:G4 +G_3)

Slika 1.5.17. [38]
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Zadatak 1.37

Primenom pravila algebre prenosnih funkcija uprostiti strukturni blog
dijagram sa slike 1.5.18 [38]

Gy

+ +
X—)C_—) Gy 4)%_ Gy Gy Gs T
Gg

Slika 1.5.18 [38]

ReSenje:

Pomeranjem povratne sprege iza bloka strukturni blok dijagram sa slike
1.5.18 postaje:

— 1
G4 G3

X—-;CD:—) +_ Gy G G5 e
| % ]

Slika 1.5.19. [38]

KoriS¢enje pravila za rednu vezu i povratnu spregu strukturni blok dijagram
sa slike 1.5.19. postaje:

Gy
Go

“ = G064

4 A
X :: GT [ ] 1+GEG3G5

$—

!
Ln
-

Slika 1.5.20.
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=+ G:Gng
14+ GGy Gy + 135G 404

Slika 1.5.21.

G4GG5Gy
A 145,020 + 050 4G7 +G0GsGy | L

Slika 1.5.22. [38]
Zadatak 1.38

Primenom pravila algebre prenosnih funkcija uprostiti strukturni blok
dijagram sa slike 1.5.23 i odrediti prenosnu funkciju. Dobijeni rezultat
analiticki proveriti [38]:

Slika 1.5.23 [38]

ReSenje:

Primenom pravila za rednu i paralelnu vezu strukturni blok dijagram sa slike
1.5.23 postaje:

+ Gy
X — G
- 1+ Gy : T
+
Gy— Oy | Gy F
Slika 1.5.24.
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Pomeranjem povratne sprege iza bloka strukturni blok dijagram sa
slike 1.5.24. postaje:

+ 3y
X 3
— 1+ Gl 2 ¥

G

+

Gy — Gy )
G

Slika 1.5.25.

Primenom pravila za rednu i paralelnu vezu strukturni blok dijagram sa slike
1.5.25. postaje:

+ . Gle
- 1+ G,

(1+ GQGS)(G4—G3)
G2

Slika 1.5.26. [38]

Primenom pravila za povratnu spregu dobija se prenosna funkcija kola slike
1.5.26.:

1.6. Graf toka signala

Pored strukturnog blok dijagrama graf ili dijagram toka signala je pogodan
nacin za predstavljanje matematickog modela linearnog dinamickog sistema.
U strukturnom blok dijagramu promenljive sistema se predstavljaju linijskim
segmentima, a funkcije prenosa izmedu pojedinih promenljivih blokovima.
U grafu toga signala promenljive su predstavljene , a funkcije
prenosa ili, uopstem slucaju, funkcionalne veze izmedu promenljivih —
orijentisanim
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Stoga je Mejson definisao graf toga signala kao ,,mrezu koju sacinjavaju
¢vorovi, medusobno povezani orijentisanim granama*.

Osim ¢vorova i1 grana, definiSu se i1 drugi pojmovi, vezani za sam oblik 1 za
primenu grafova. U svrhu definisanja ovih pojmova posmatra¢emo graf na
sl. 1.6.1

je skup sukcesivno povezanih i u istom smeru orijentisanih grana,
duz koje se svaki ¢vor javlja samo po jedan put. U grafu na sl. 1.6.1 su
putanje, na primer:

itd.

je ¢vor iz koga grane samo izviru. | su, na primer, izvori grafa
nasl. 1.6.1

je ¢vor u koga grane samo poniru. U grafu na sl. 1.6.1 postoje dva
ponora i to I . Obi¢no je ponor grafa vezan za izlaznu promenljivu
sistema,

Sl. 1.6.1. Graf toka signala [39]

je putanja koja spaja izvor sa ponorom. Na primer, od
izvora  doponora  (sl. 1.5.1) postoje ukupno tri direktne putanje i to:

je putanja koja izvire 1 ponire u istom ¢voru. To su, na
primer, putanje
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je poseban tip zatvorene putanje, koja
sadrzi samo jednu granu.

je operator transformacije te grane.

je proizvod pojacanja svih grana koje sadinjavaju tu
putanju.Na primer, pojacanje direktne putanje

je
je proizvod pojacanja svih grana
koje sa€injavaju tu zatvorenu putanju.
1.6.1. Ekvivalentne transformacije grafa toka signala

1) Redna veza

Hoe—3—e——>—eY & Yo—r—o¥

1 Gy 162
2) Paralelna veza
Gy
X@Y & Xo—a> Y
&1 Gy + Gy
3) Povratna sprega
Gy
Gy Sy
1- GG,
4) Eliminacija petlje
G2 G,
g ) 1-G,
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Mejsonovo pravilo. Na osnovu ilustrovanog postupka za svodenje grafa na
najjednostavniju topolosku formu namece se pravilo za odredivanje funkcija
prenosa od bilo kog izvora do bilo kog ponora u grafu linearnog
stacionarnog sistema sa koncentrisanim parametrima. Ovo pravilo je prvi
uocio i formulisao Mejson [39].

Prema Mejsonovom pravilu, funkcija prenosa od izvora do ponora grafa data
je relacijom

(1.46)

gde je  broj direktnih putanja od izvora do posmatranog ponora, a  je
pojacanje -te direktne putanje.
Dalje je

(1.47)

gde su:
— zbir kruznih pojacanja svih zatvorenih putanja grafa,

— zbir svih proizvoda kruznih pojacanja od po dve zatvorene putanje,
koje se medusobno ne dodiruju,

— zbir svih proizvoda kruZnih pojacanja od po tri zatvorene putanje,
koje se medusobno ne dodiruju.

... su definisani na analogan nacin.

je , koje se dobija primenom obrasca (1.47), ali samo za zatvorene
putanje koje ne dodiruju -tu direktnu putanju.

Zadatak 1.39

Odrediti prenosnu funkciju sistema predstavljenog dijagramom blokova na
slici 1.6.2.[30]
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ResSenje:

—Y(S)

Slika 1.6.2. [30]

Ekvivalentna prenosna funkcija sistema bi¢e izracunata koristenjem Mason-
ovog pravila tj. prevodenjem dijagrama blokova u ekvivalentni graf toka
signala.

Slika 1.6.3. graf toka signala sistema sa slike 1.6.2.[30]

Analizom grafa toka signala sa slike 1.6.3. dobija se sledece:

Putevi:

Petlje:

Pl = G1(326364
Pz = G1(3563(34

Ll = _GlGZHl
2 = _Gzest
L3 = GlGSGSH 2GzH1

L, =-G,6.G,G,H,
L. =-G,G,G,G,H,
I-5 = _GlGZGSGA H3

Nedodiruju¢ih petlji nema
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Prema tome vredi:
A=1-(L+L,+L,+L,+L)
A =1,A,=1

Za prenosnu funkciju G(S) ¢itavog sistema dobijamo:

G(s) = P +P,
1-(L,+L,+L,+L,+L;)
Odnosno
6(s) = G,G,G, (G, +Gs)

1+G,G,H, +G,G;H,(1-G,H,) +G,G,G,H, (G, +G,)
Zadatak 1.40

Naci prenosnu funkciju sistema ¢iji je graf toka signala dat na slici 1.6.4 [38]

Gy
Gy ¥y Gz My Gj ¥y Ga |X, Gs -
Gg
_G?

Slika 1.6.4 [38]
ReSenje:

Koriste¢i ekvivalentne transformacije za paralelnu vezu i povratnu spregu
graf toka signala sa slike 1.6.4 postaje:

G
Gl KI G2 Iz 17 GEGE KE Gﬂl +GI§ 14 Gj

T

_G,_i

Slika 1.6.5.

Koriste¢i ekvivalentne transformacije za rednu vezu i povratnu spregu graf
toka signala sa slike 1.6.5. postaje:
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GG3(0 +Gs)
1- G3Gg
+G263G1 (Gy+Gg)
1- GGy

3 * —+ F

1

Slika 1.6.6.

Koriste¢i ekvivvalentne transformacije za rednu vezu graf toka signala sa
slike 1.6.6. postaje:

3107030 5(04 +Gg)
1—Ga0g +5,0,05,(Gy +0Gg)
W oe s + Y

Slika 1.6.7. [38]
Zadatak 1.41

Na slici 1.6.8 prikazan je strukturni blok dijagram sistema automatskog
upravljanja. Formirani graf toka signala. Primenom Mejsonovog pravila
izracunati ekvivalentnu prenosnu funkciju sistema [38].

Slika 1.6.8 [38]

ReSenje:

Na slici 1.6.9. prikazan je graf toka signala za strukturni blok dijagram sa
slike 1.6.8

73



G
1 G 1 G- 1 g ] 1
X ! : T
Gs G,
Slika 1.6.9.

Graf toka signala sa slike 1.6.9 ima:

Dve direktne putanje sa pojacanjima:

Cetiri zatvorene putanje kruznih poja¢anja:

Putanje i medusobno se ne dodiruju, pa je proizvod kruznih
pojacanja ovih putanja:

Determinanta grafa toka signala je:

Direktna putanja je dodiruje sve zatvorene putanje. Zato je
Direktna putanja je  ne dodiruje zatvorenu putanju i

Prenosna funkcija sistema na osnovu jednacine je:

1.7. Model sistema u prostoru stanja

Kao $to je poznato linearni sistem se moze opisati slede¢om diferencijalnom
jednacinom:

74



d™u(t)

n n-1
a d y(t)Jra d y(t)+---+a0y(t)=bmdt—m+---bou(t)

"odt" "ot

Prethodna diferencijalna jednacina se moze =zapisati 1 sledecoj (tzv.
normalnoj ili Kosijevoj) formi:

ax,

= f,(X,, . X, U, t
ot (% )
dx,

—= = f,(%,..., X,,u,t
ot 2 (% )
dx

L= f (X, X, Ut

y(t) =9g(X,... X;,u,t)
gde su:

u(t) - ulaz sistema

y(t) - izlaz sistema

X=X X, ]T - vektor stanja sistema tj. minimalni skup medusobno
nezavisnih koordinata x; (i=1,2,...n) koje jednoznaéno opisuju stanje
sistema.

Dakle prethodni sistem jednacina se moze zapisati u vektorskoj formi:
X = f(X,u,t)
gde su:

X - vektor stanja sistema
f=[f,..f,] -vektor funkcija

U zavisnosti od toga da li je posmatrani dinamicki sistem linearan ili
nelinearan, i koordinate vektora f ¢e biti linearne ili nelinearne
funkcije od koordinata vektora stanja i/ili vektora ulaza.

Matri¢ni modeli linearnih vremenski stacionarnih sistema

Linearni sistem se moZze opisati slede¢im sistemom jednacina:
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d
_Xl_aﬂx1+aizxz+”'+alnxn+b1u

dt

dx,
—E =8, X +8y,X, + -+ 8y, X, +b,u
dt

dx, b
_dt =a, X +a,X,+---+a, X, +bu

y=cXx +---cX,+D-u
Prethodni sistem se moze zapisati u sledecoj matri¢noj formi:

T I TR PR T R R

X a, a, - a X b
:2 — '21 :22 ] ‘2n . .2 + '2 u
Xn a‘nl anZ ann Xn bn
X
X2
y=[c, ¢, c,]| . [+[d]-u
Xn
ili u kracoj formi:
X=AX+B-u
y=CX+D-u
uz pocetne uslove:
x(0) = x(0)

gde su:

[A] - matrica sistema

nxn

[B] - vektor ulaza sistema
nx1

[C] - vektor izlaza sistema
1xn

[D]lxl - vektor ulaz-izlaz sistema
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Svaki linearni sistem je jednozna¢no odreden s matricama A,B,CiD .

Primenom Laplasove transformacije na sistem:
X=Ax+B-u
y=Cx+d-u

dobija se sledece:

sX(s)—X%, = AX(s)+BU(s) =
(sl —A)X(s)=x,+BU(s) =
X (s) = (sl = A)™*x, + (sl —A)*BU(s)

gde je:

g 1 ol Ay
(sl —A) _—det(sI—A) adj(sl —A) =d(s)

Prema tome, dalje se moze pisati:

X (S) = D(s)x, + D(s)BU(s)
gde @(s)=(sl — A)™ predstavlja Laplasovu sliku matrice prelaza stanja ili
fundamentalnu matricu sistema.
Odziv sistema se odreduje iz izraza:

y(t) =Cx(t) + Du(t)
primenom Laplasove transformacije dobija se:
Y(s)=CX(s)+DU(s)

S obzirom da je:

X (S) = D(s)x, + D(s)BU(s)

za nulte pocetne uslove: X, =0 moZe se odrediti prenosna funkcija sistema

MOR
U(s)

Y(s) CX(s)+DU(s)
U(s) U(s)

G(s) = =C®(s)B+D
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Prilikom izbora promenljivih stanja treba ih birati tako da one budu linearno
nezavisne. Nezavisne promenljive stanja su one promenljive koje se ne
mogu izraziti pomocu preostalih promenljivih stanja. Svaka promenljiva
stanja ne mora imati fizi¢ku interpretaciju ili smisao.

Kao fizicke promenljive se obi¢no usvajaju one promenljive koje
predstavljaju fizicke promenljive odgovarajuc¢ih skladista energije. 1z ove
¢injenice sledi da je broj promenljivih stanja potreban da opiSe dinamiku
sistema jednak ili manji od broja energetskih skladista u sistemu.

Skladiste energije u proizvoljnom sistemu predstavlja elemenat sposoban da
primi i uskladiSti odgovarajucu energiju. Tako na primer, ako je elemenat

kondenzator C, njemu odgovarajuca energija je Cu®/2 a promenljiva stanja
je napon u, kalemu L odgovara energija Li%/2 i promenljiva stanja struja i,
masi M odgovara energija Mv?/2 promenljiva stanja brzina v, opruzi K
odgovara energija Kx?/2 i promenljiva stanja pomeraj x, itd.

Dinami¢ke promene sistema se mogu objasniti preraspodelom i
transformacijom energije izmedu skladiSta energije po odredenim prirodnim
zakonima.

Zadatak 1.42

a) Formirati matematic¢ki model u prostoru stanja za elektri¢no kolo na slici.
b) Ako se za izlaznu velicinu usvoji struja kroz otpornik R, formirati
jednacinu izlaza,. ako se za izlazne veli¢ine usvoje struje kroz izvore e i e

B

+ |+

c : )

e K.
Resenje:

» a) Prvo treba oznaciti referentne smerove struja i napona:
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Sada se mogu postaviti jednacine u kolu (po Kirhofovim zakonima):

el=uL+Ri:L%+Ril+Ri2
e, =U. +Ri=u. +Ri, +Ri,
du,
I, =C—~
dt
Dalje sledi:
di; d

L —L 4
dt

_e1 Ri,

Rcddit= &, —U. —Ri,

Kao promenljive stanja treba usvojiti promenljive koje se u jednacinama
pojavljuju sa prvim izvodom, ako je to ikako moguce. Ocigledno je da ce
ovde resenje biti u izboru uC i il. Tako prethodni sistem jednacina postaje:

((jzllt —el—Ril—RC%:el—Ril—eeruc+Ri1:uc+e1—e2
dug _ 1 1 1.
d¢ RC? RC ° !

d_1, .1, 1,
dt L ¢ L' L*?
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Moguée je sada formirati jednaCine stanja pri ¢emu se za ulazne veliine
usvajaju el i e2:

a by 1 L1
dt |_ L |||, L L&
du |71 1w 1l
dt C RC RC

Matrice stanja i upravljanja sistema su, respektivno:

o I i1

A L | .|l L
NE 0 L

C RC RC

b) Ako se kao izlazna velicina usvoji struja kroz otpornik dobija se
jednacina izlaza:

Zadatak 1.43

Dat je sistem automatskog upravljanja opisan u prostoru stanja
jednadinama :

16
Obraditi matri¢nu jednacinu sistema, ako je dato  [17]

ReSenje:
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obliku model sistema u prostoru stanja moze da se napise
kao :

u skracenom obliku :

Zadatak 1.44

Za sistem automatskog upravljanja :

Odrediti fudumentalnu matricu sistema F(s) i matricu prelaza f(t) [17].

ResSenje:
Fudumentalna matrica ra¢una se prema slede¢oj formuli :
F(s) =

Kada uvrstimo zadate parametre dobijamo :

F(s) =

F(s) =

17
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F(s) = ——

Resavanjem matri¢ne jednacine dobijamo fudumentalnu matricu :

F(s) = =

Matrica prelaza se dobija se inverznom Laplace—ovom transformacijom
fudumentalne matrice :

fit) =

fit) =

fit) =

f(t) =

fit) =

Zadatak 1.45

Za sistem automatskog upravljanja ¢iji je matematicki model u prostoru
stanja :

X
Odrediti fudumentalnu matricu i matricu prelaza [17].
ReSenje:
Fudumentalna matrica je :
F(s) =
18
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F(s) =
F(s) =

F(e) =——

F(s) =

Matrica prelaza dobija se inverznom Laplace—ovom transformacijom
fudumentalne matrice :

f(t) =
f(t) =
6. Zadatak 1.46

Za sistem automatskog upravljanja ¢iji je matematicki model u prostoru
stanja :

Odrediti fudumentalnu matricu i matricu prelaza.

ReSenje :
Fudumentalna matrica je :

F(s) =

F(s) =

19
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F(s) =

F(s) = —

Matrica prelaza se dobija inverznom Laplace—ovom transformacijom

fudumentalne matrice. Clanovi koji imaju proizvod u imeniocu razlomka
treba rastaviti na parcijalne razlomke :

fit) =

Zadatak 1.47

Sistem automatskog upravljanja opisan je funkcijom prenosa :

Formirati matematicki model u prostoru stanja [17].

ResSenje :
Na osnovu funkcije prenosa moze se formirati jednacina :

Y(s) = 2U(s)

Inverznom Laplace—ove transformacije dobija se :

(t)+6 (t)+11 (t) +6y(t) = 2u(t)

Uvodimo sledece tri promenljive stanja : =

Zamenom promenljivih stanja u gornju jednacinu dobijamo :
=2u
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Jednacine u prostoru stanja su :

a u matri¢nom obliku :

Resenje u Matlabu :
»
»

»

n=

2
d=

1 6 11 6
A =
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-6 -11
1 O
0 1

-6
0
0
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1.8. Funkcije za konverziju jednog sistema u drugi

tf2zp — konverzija prenosne funkcije iz oblika polinoma u faktorizovan oblik

Oblik komande:
[z, p, K]=tf2zp(num,den)

Izlazni argumenti predstavljaju redom nule (z), polove (p) i pojacanje (k)

prenosne funkcije ¢iji je brojilac num a imenilac den. U op$tem slucaju Z je
matrica koja ima onoliko kolona koliko matrica num ima vrsta, odnosno
sistem izlaza; p i k su vektori kolone, pri ¢emu k ima onoliko elemenata
koliko sistem ima izlaza.

zp2tf — konverzija prenosne funkcije faktorizovanog oblika u prenosnu
funkciju predstavljenu kao odnos dva polinoma po s.

Oblik komande:
[num,den]=zp2tf(Z,p,k)
Znacenje promenljivih je isto kao kod prethodne funkcije.

ss2tp — ovom funkcijom vrsi se konverzija modela u prostoru stanja u
prenosnu funkciju za definisan ulaz.

Oblik komande:
[num,den]=ss2tf(A,B,C,D,iu)

Anxn— matrica stanja (procesa), n definise red sistema ili dimenziju sistema

Bnxm — matrica ulaza ili upravljacka matrica
Cixn, Dixm — matrice izlaza sistema

num — matrica koja ima onoliko vrsta koliko sistem ima izlaza, takva da
svaka vrsta sadrzi koeficijente polinoma brojioca odgovarajue prenosne
funkcije

den — vektor vrsta koji sadrzi koeficijente polinoma u imeniocu prenosne
funkcije

iu — indeks koji definiSe ulaz u odnosu na koji se odreduje prenosna
funkcija[19]

Zadatak 1.49

a) Konvertovati dati oblik modela u faktorizovani oblik, napisati njegovu
formu u faktorizovanom obliku i dobiveni oblik pretvorite u oblik “tf”
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B S+3
s* +7s% +14s% +8s

W(s)

b) Konvertovati prenosnu funkciju datog faktorizovanog oblika u prenosnu
funkciju predstavljenu kao odnos dva polinoma po s, napisati njegovu formu
kao odnos dva polinoma i1 dobiveni oblik ponovo pretvoriti u oblik “zpk”

W(S): 2 (S+2)(S +10)
(s—=1)(s—2)(s+5)

c¢) Konvertovati model dat u prostoru stanja u formu modela u vidu prenosne
funkcije [19]

0 1 o0 0
=0 0 1 |x®+|0u()
6 -11 -6 1

y) =t 0 ofx(t)+[ol(t)
ReSenje:
a)
>> num=[1 3]J;
>> den=[17 14 8 0];
>> [z,p,K]=tf2zp(num,den)
Z=

Na osnovu ovog resenja sistem mozemo zapisati u sledecem obliku:
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( )_l S+3
T s(s+4)(s+2)(s+1)

Sad iz ovog oblika ¢emo prebaciti u oblik zadane pocetne prenosne funkcije

z=[-31";
p=[0 -4 -2 -1]"
k=[1];
[num, den]=zp2tf (z, p, k)
num =
0O 0 0 1 3
den =

1 7 14 8 O

Sto odgovara pogetnom obliku zadane prenosne funkcije:

s+3
W —
)= 7 ras7v8s
b)
W(s)=2 (s+2)(s+10)
(s—-1)(s—2)(s+5)
>> z=[-2 -10]’;
>>p=[12 -5];
>> k=[2];
>> [num,den]=zp2tf(z,p,k)
num =
0 2 24 40
den =
1 2 -13 10

Sistem zapisan u obliku koli¢nik dva polinoma je:

25% +24s+40
VV(S): 3 2
§$°+2s°-13s+10

num [2 24 40];

[1 2 -13 10];

den
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[z,p,k] = tf2zp (num,den)

Na kraju je dobijena pocetna faktorizovana forma prenosne funkcije:

(S): 2 (S+2)(S +10)
(s—-1)(s—2)(s+5)

c)
>>A=[010;001;-6-11-6];
>> B=[00 1];
>> C=[1 0 0];
>> D=[0];
>> [num,den]= ss2tf(A,B,C,D,1)

num =
0 -0.0000 -0.0000 1.0000
den =
1.0000 6.0000 11.0000 6.0000

1

Sistem je oblika: W (s) =
J ) s® +6s%+11s+6
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2. VREMENSKI | FREKVENTNI ODZIV
SISTEMA

Dinamika sistema se naj¢eS¢e ispituje nalazenjem odziva na neki od
standardnih ulaza: stepenasti (u obliku Hevisajdove funkcije), impulsni (u
obliku Dirakove funkcije), linearni, sinusni ili stohasticki ulaz u obliku belog
Suma. Pri tome je uobicajeno koris¢enje sledecih izraza:

- impulsni odziv za odziv na impulsnu promenu ulaza
- stepenasti (odskocni) odziv za 0dziv na stepenastu promenu ulaza
- frekventni odziv za odziv na sinusnu promenu ulaza

2.1 Odredivanje odziva na osnovu prenosne funkcije

Za odredivanje odziva sistema moze se koristiti kako vremenski tako i
kompleksni s- domen. U ovoj glavi je koristen isklju¢ivo kompleksni domen
pomoc¢u koga se, primenom Laplasove transformacije, problem iz
vremenskog domena (reSavanja diferencijalnih jednacina) prevodio u domen
reSavanja algebarskih jednaCina, a primenom inverzne Laplasove
transformacije, rezultat prevodio u vremenski domen. Primenom MATLAB
moguce je nalaziti reSenja kako u vremenskom tako i u kompleksnom
domenu.

2.1.1 Vremenski odziv elemenata i sistema

Najpre treba naznaciti da se uvode dve znakovne promenljive: S i t naredbom
oblika syms s t; zatim se definiSe funkcija prenosa sistema (W) ¢iji odziv
trazimo. Najzad naredbom: ilaplace(\W) dobija se odziv sistema definisanog
prenosom W.

MATLAB moze da da graficki prikaz odziva u vremenskom domenu.
Naredba je oblika:

t=tp:r:tk; ft=izraz; plot(t,ft);

Ovde je tp -pocetno vreme, r - vremenski raster u kojima se sraunava odziv,
tk - kona¢no vreme racunanja odziva.

Za definisanje funkcije prenosa najpre se mora saopstiti racunaru format
zapisivanja naredbom:

s=tf(‘s");
Nakon toga sledi zapis funkcije prenosa u obliku:
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G=Num/Den
za prva dva navedena oblika zapisivanja ili

G=tf(Num,Den)
printsys(A,B,C,D) ispisivanje matrice sistema definisanog u prostoru stanja
sa numeri¢kim oznakama.

printsys(num,den,’s’) ispisivanje modela u obliku prenosne funkcije, kao
odnos dva polinoma kompleksne promenljive s.

tfchk — proverava prenosnu funkciju.

Oblik komande: [numc,denc]=tfchk(nhum,den)
dcgain — nalazi pojacanje sistema u stacioniranom stanju.
k=dcgain(num,den)
gde su num i den brojilac i imenilac prenosne funkcije.

pzmap — grafi¢ki prikazuje polove i nule prenosne funkcije

Komanda: pzmap(num,den)
Opcija sa izlaznim argumentima: [p,z]=pzmap(NUM,den)

daje numericke vrednosti polova i transmisionih nula u vektor kolonama p 1
z (ne dobija se grafik).

impulse — daje odziv sistema za jedini¢nu impulsnu promenu ulaza
(jedini¢ni impulsni odziv).
Komanda: impulse (num,den)
impulse(num,den,t)
[Y,X]=impulse(num,den,t)
[Y,X,t]=impulse(nhum,den)
step — daje odziv sistema na jedini¢nu stepenastu ulaznu promenu (jedini¢ni
odsko¢ni odziv) [19].
Opcije: Step(num,den)
Step(num,den,t)
[Y,X]=step(num,den,t)
[Y,X,t]=step(num,den)

parallel daje novi model sloZenog sistema, koji predstavlja paralelnu vezu
dva sistema.
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Komanda: [num,den]=parallel(numl,denl,num2,den2)

series daje model serijske veze sistema, naredba :

[num,den]=series(numl,denl,num2,den2)

cloop daje dinamicke karakteristike sistema koji predstavlja zatvorenu
konturu sa jediniénom povratnom spregom, naredba:

[nums,denc]=cloop(num,den,znak)

initial — daje odziv kontinualnog linearnog sistema za zadate poc¢etne uslove
promenljivih stanja (koji ne odgovaraju stacionarnom stanju), tj. putanju
dolazenja sistema u stacionarno stanje iz zadatog pocetnog stanja. Pri tome
su svi ulazi u sistem konstantni [19].

Oblik naredbe:

inital(A, B, C, D, Xo)

initial(A, B, C, D, Xo, t)
Matrice A, B, C i D definiSu sistem u prostoru stanja, X0 je vektor kojim su
definisane pocetne vrednosti promenljivih stanja, a t je vektor koji definiSe
vreme. Kao rezultat se dobija graficki prikaz. Ako Zelimo da rezultat bude
matrica koja ¢e sadrzati vrednosti izlazne promenljive Y, vektora stanja X i
vremena t, oblik naredbe je:

[Y,X,t]=initial(A,B,C,D,Xo)

Isim daje odziv sistema na proizvoljnu ulaznu promenu
Oblik naredbe:

Isim(A,B,C,D,U,t)

Isim(A,B,C,D,U,t,X0)

[Y,X]=Isim(A,B,C,D,U,t)

feedback daje dinamicke karakteristike sistema sa povratnom spregom na
osnovu dinamickih karakteristika elemenata u glavnoj i povratnoj grani.

Komanda: [num,den]=feedback(numl,denl,num?2,den2,znak)[19]
Zadatak 2.1

Zadat je graf toka signala.

a) Odredite ekvivalentnu prenosnu funkciju sistema
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b) Nacrtati sve na jednoj slici, impulsni, odsko¢ni odziv sistema, mapu
nula i polova, nacrtati odziv sistema za zadanu ulaznu funkciju u=4-

exp(-5*t)
Podaci:W1=s, W2=2, W3=1/s

c) Prikazati odsko¢ni, impulsni odziv , mapu nula i polova i prikazati
odziv sistema ako na ulazu deluje funkcija (data dole na slici) datog

grafa toka signala koriste¢i naredbu subplot

xo 1 o1 T
«—> «—>
| u t2 ¢

ReSenje:
) G(s) =3s/25° + 5+ 2
I A AT
O LHWW, W W, —W,
koriste¢i Mejsonovo pravilo)

(reSenje dato na osnovu grafa toka signala

b) >>num = [3 0]; Figure 1
_ i File Edit View Inset Tools Desktop Window Help
>>den =[212]; ErRDEEC R P AR ELLE
>> subplot(2,2,1);

>> impulse(num, den)

>> subplot(2,2,2)

>>t=0:1:100; °\/\/_ :

"o 5 10 15 20 25 o 50 100

>> step(num, den, 1)
>> subplot(2,2,3); PoleZeroliap | tineer Smisien esuts
>> pzmap(num, den) g 05 |
>> subplot(2,2,4);
>> U =4 - exp(-5*t); ) i
>> Isim(num, den, u, t) T e E EE -

Impulse Response Step Response

Amplitude
Ampltud

Amplitude

Imaginary A
Y

Real Axis Time (sec)
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num=[3 0];

den=[2 -1 2];
£t=0:0.01:20;
subplot(2,2,1);
step (num, den, t) ;
subplot(2,2,2);
impulse (num,den, t);
subplot(2,2,3);
pzmap (num, den) ;

u=5*heaviside (t-2)-5*heaviside (t-5)+5*heaviside (t-
7)-5*heaviside (t-10) ;

subplot(2,2,4);

lsim (num, den,u, t)

Step Response Impulse Response
200 = 300 -
100 200
Q [}
=} =]
=1 >
= 0 = 100
o [=%
£ €
< <
-100 OF
-200 -100
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Time (seconds) Time (seconds)
Pole-Zero Map Linear Simulation Results
— 1 = 500 =
‘0
©
S 05}
8 .
8 g O
o 00 =
£ £
> < -500 -
g -05F
£
[=))
©
E 1 -1000
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 5 10 15 20
Real Axis (seconds™) Time (seconds)
Zadatak 2.2

Za redno RL kolo uraditi
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al) Formirati model sistema, u vidu prenosna funkcije sistema

a2) Simulirati kolo koriste¢i model u vidu prenosnu funkcije sistema i
nacrtati odziv sistema

bl) Formirati model sistema, u vidu prostora stanja sistema

b2) Simulirati kolo koriste¢i model prostor stanja sistema i nacrtati odziv
sistema

c) Simulirati kolo koriste¢i model u vidu diferencijalnu jednacinu sistema i
nacrtati odziv sistema

Podaci: R=10 oma, L=100 mH, U=100 V
ReSenje:

a)I(s)/V(s)=1/0.1s + 10
b)

File Edit WYiew Simulation Format Tools Help

D|@H§|c‘ﬂ:ﬁ|¢==&{r|9(1|} l|1.'|] INcrrnaI L”

1
Pobudni na;‘—l_b

0.15+10

Transfer Fon
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>> subplot(2,1,1);

>> plot(t, y1)
>> xlabel(‘time)

File Edit View Inset Tools Desktop Window Help ]
>> xlabel('t") Dade RO DEL (S| 08|aD
>> ylabel('yl(t)') 0 ‘ Pleno‘snaﬂ.lrll‘(cija sis‘tema ‘
>> grid() SO N O OO NN NS S o J
>> title(Prenosna  funkcija | £ o+
sistema) B e S e o
>> subplot(2,1,2) o7 9z 03 07 05 06 07 08 03 1
>> plot(t, y2) 0 ‘ Pleno‘snaﬂ.lrll‘(cijasis‘ten'la ‘
>> xlabel('t)
>> ylabel(y2(t)) R i B S S
>> grid() A

0 | | | | | | | | |

>> titIe('Prenosna funkcija 0 01 02 03 04 nt,es 06 07 08 09 1
sistema’)

¢) [x1] = [-100][x1] + 10[v]

[yl = [1][x1] + [O][V]
d)

File Edit View Simulation Format Tools Help

D EH&| +t R4 (<2 r 5[0 [Nom

State-Space
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>> subplot(2,1,1);plot(t, y1)
>> xlabel(time)xlabel(t)

ylabel('yl(t)') File Edit ‘V\Ew Insert  Tools Desktop Window Help ¥
grid0 S e BT
title('Prostor stanja 4! I R R S B A
: . L R R S .

sistema’) e i

>> subplot(2,1,2) BE
p|ot(t, y2) ¥ o7 02 03 04 05 05 07 05 08 1
X I abe I (Itl) 0 ‘ ! 1 Prosltur sta;ja siste!ma ‘ :
ylabel('y2(t)") AR
grid() R ]
title('Prostor stanja L L
SiStema') 0 01 02 03 04 ot,s 06 07 08 09 1

d) e) V- RI = L * (di/dt)

File Edit View Simulation Format Tools Help

DI@H@IJ@EI@&p{Hf)CHb II'ID.D INorrnaI

iy

Integrator
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>> subplot(2,1,1);

plot(t, y1)

xlabel('time') Figure 1 - o IEN|
xlabel(t) prmasEmn
ylabel(yL(0))

grid() BEEEaa.
title('Diferencijalna, e

jednacina sistema’)
subplot(2,1,2)
plot(t, y2)
xlabel('t")
ylabel('y2(t)")

grid()
title('Diferencijalna,
jednacina sistema’)

Zadatak 2.3

a) Konvertovati dati oblik modela u faktorizovani oblik, napisati njegovu
formu u faktorizovanom obliku i dobiveni oblik pretvorite u oblik “tf”

B s+3
s* +7s%+14s% +8s

W(s)

b) Prikazati odsko¢ni, impulsni odziv, mapu nula i polova

¢) Konvertovati prenosnu funkciju datog faktorizovanog oblika u prenosnu
funkciju predstavljenu kao odnos dva polinoma po s, napisati njegovu formu
kao odnos dva polinoma i dobiveni oblik ponovo pretvoriti u oblik “zpk”

(s) _9 (s+2)(s+10)
(s=D(s—2)(s+5)

d) Prikazati odskoc¢ni, impulsni odziv, mapu nula i polova
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ReSenje:

n =
d:
[z,p, k]
t = 0:1:

[1 31;
[1 7 14 8 0];

= tf2zp(n,d)
100;

subplot (3,1,1);

step(n,d, t);
subplot (3,1,2);
impulse (n,d);
subplot (3,1,3);

pzmap (n,

OUTPUT:
Z=

d);

Amplitude Amplitude

Imaginary Axis

Step Response

40 ¢
20 - |
0" i ; i i '
0 20 40 60 80 100
Time (sec)
Impulse Response
0.4 ¢ = = =
0.2 ’
0F~ r r r = £ o
0 1 2 3 4 5 6
Time (sec)
Pole-Zero Map
1¢ : :
0% O X XK e
-1k " " :
-4 -3 -2 0
Real Axis
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Z [-2 -101"';
p=[12-5]";
k = [2];

[n, d]
zp2tf(z,p, k)

[lelk] = tf2Zp(n,d)
t = 0:0.01:100;
subplot (3,1,1);

87

Step Response

step(n,d, t); % 10
subplot (3,1,2); F g : = .
()
impulse (n,d); 5
subplot (3,1, 3); g
<
pzmap (n,d) ; : . : . . L
0 20 40 60 80 100
OUTPUT: )
Time (sec)
X 108 Impulse Response
n= F
3
0 2 24 40 5,
Q.
IS
<
— 0" i |
d= : : : 8
1 2-13 10 Time (sec)
Pole-Zero Map
o Lf - g c
Z= é
>
-10 g 00 x O X
£
(@]
2 N r r r r | |
-10 -8 -6 -4 -2 0 2
p= Real Axis
-5.0000
2.0000
1.0000
k =
2
Zadatak 2.4

Zadat je model sistema predstavljenog blok dijagramom na slici [19]:
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l‘—»fi\:-—';(’\—» Wi(s) > Ws) 3 )— wis)

Wi(s)

Ws(s) Ws(s)

s—2 2 8s5+3
W(S) = oo W, (s) == W,(s)= o
(8) s +45+2 2(5) 3s+1 o(9) s +11s+6

1
W, (s) = ——
«(5) s+3
W, (s)=2 W(s)—i
° 6 S+2

a) Odrediti ekvivalentnu prenosnu funkciju sistema zadanim blok
dijagramom.

b) Prikazati odskoc¢ni, impulsni odziv , mapu nula i polova i prikazati odziv
sistema ako na ulazu deluje funkcija (data na donjoj slici) datog blok
dijagramom koriste¢i naredbu subplot

ft) a

2A | ————

v

ResSenje:

numl=[1 -2];
denl=[1 4 2];
num2=[21];
den2=[3 1];
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[n12,dl2]=series (numl,denl, num?2, den?);
[nl,dl]=cloop(nl2,dl2);

num3=[8 3];

den3=[1 11 6];

num4=[1];

dend=[1 3];
[n34,d34]=feedback (num3, den3, num4,dend, 1) ;
[nll,dll]=series(nl,dl,n34,d34);
numb6=[3];

den6=[1 2];
[n,d]=feedback(nll,dll, 2*num6, den6, -1)
subplot (2, 2, 1);

pzmap (n, d);

subplot (2, 2, 2);

t =0:0.1:10;

step(n, d, t);

subplot (2, 2, 3);

impulse(n, d, t);

u = bS*heaviside (t-3)+5*heaviside (t-6);
subplot (2, 2, 4);

lsim(n, d, u, t):;

0O 0 0 16 54 -46 -216 -72

Columns 1 through 4

3 61 397 1188

Columns 5 through 8

1863 1328 -334 -276
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Pole-Zero Map Step Response

. 2 5
%) X
=]
c
g ! ’
@ 8
=}
Q2 0F % WO QO £ 5
2 £
> <
g -1f -10+
k=
& X
E 2 - - -15 L
-15 -10 -5 0 5 0 5 10
Real Axis (seconds ™) Time (seconds)
Impulse Response Linear Simulation Results
2 20
0 10
(] (]
ke ke]
=] =}
2 2 £ 0
Q. Q.
1S 1S
< <
4 -10
-6 = -20 - =
0 5 10 0 5 10
Time (seconds) Time (seconds)

2.1.2. Frekventni odziv elemenata i sistema

Frekventna karakteristika je odziv sistema na sinusnu funkciju zavisno o
frekvenciji u stacionarnom stanju. Frekventna karakteristika se snima tako da
se na generatoru funkcija namesti odgovaraju¢a amplituda (Xm) sinusoide 1
menja se frekvencija ulaznog signala. Za svaku nameStenu ulaznu
frekvenciju osciloskopom se snima izlazni signal. Meri se amplituda (Ym) i
fazni pomak (@) izlaznog signala. Svaki linearni sistem ima svoje frekventno
podrucje delovanja.

Ulazna 1 izlazna veli¢ina i su
napisane u obliku kompleksnih brojeva i dobijaju izgled:

Na osnovu toga mozemo definisati frekventnu prenosnu funkciju koja
predstavlja odnos ulazne i izlazne kompleksne veli¢ine:
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gde je:

—argument frekventne prenosne funkcije.

Moduo pokazuje zavisnost odnosa amplituda izlaznog i ulaznog periodi¢nog
signala od frekvencije, na osnovu Cega se dobija amplitudno-frekventna
karakteristika.

Argument daje frekventnu zavisnost pomeraja faze, koji nastaje pri prolasku
periodi¢nog signala kroz dinamicki sistem na osnovu ¢ega se dobija fazno-
frekventna karakteristika.

Od frekventnih karakteristika razlikujemo sledece tipove:

«amplitudno-frekventna karakteristika ~ (promena  amplitude u
zavisnosti od frekvencije)

« fazno-frekventna karakteristika (fazni pomeraj u zavisnosti od
frekvencije)

« amplitudno-fazno- frekventna karakteristika.

Amplitudna i fazna karakteristika odreduju svojstva dinamic¢kog sistema u
podrucju frekvencije od do . Znaci odreduje zavisnost veliCine
izlaznog i ulaznog signala o frekvenciji

Fazno- frekventna karakteristika odreduje zavisnost faznog pomaka izlaznog
i ulaznog signala o frekvenciji

Najcesce i dijapazon odnosa amplituda, odnosno moduo frekventne funkcije
prenosa, moze biti veliki, pa se 1 po toj osi uvodi logaritamska razmera.
Kako se u telekomunikacijama, gde frekventna Kkarakteristike igraju
dominantnu ulogu, odnos amplituda obi¢no izrazava decibelima (dB), 1 u
automatici je usvojen isti koncept.

Dosta izracunavanja zahteva konstruisanje dijagrama amplitudne i fazne
karakteristike kao sto su vrednosti U (®) , V(o) ili A(w)-amplitudno
frekventna karakteristika (F( i -fazno frekventna karakteristika, za
niz vrednosti kruzne frekvencije
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Iz tog razloga se frekventne karakteristike najces¢e prikazuju u
logaritamskom obliku gde se dobijaju logaritamske frekventne
karakteristike. Definisana je sa:

Realni deo, odnosno [db] je logaritamsko-amplitudna
frekventna karakteristika koja se oznacava sa

Znaci i odreduju logaritamsku frekventnu karakteristiku pa
samim tim i frekventnu karakteristiku . Vrednosti logaritamske
amplitudno frekventne karakteristike se mere decibelima [db].

U klasi¢noj analizi 1 sintezi sistema upravljanja, jedan pogodan oblik
predstavljanja amplitudno — fazno — frekventna Kkarakteristika u
logaritamskoj razmeri, konstruisanjem ne ta¢nih ve¢ asimptotskih dijagrama,
predlozen je od strane americkog nau¢nika Bodea.

Bodeovi dijagrami se sastoje od parova dijagrama. Jedan od ovih dijagrama
prikazuje zavisnost amplitudske, a drugi fazne Kkarakteristike sistema
od kruzne frekvencije. Uobi¢ajeno se ove karakteristike prikazuju u funkciji
frekvencije, gde je baza logaritma 10. Ovo omogucava prikazivanje
zavisnosti pojacanja (slabljenja) 1 faznog pomeraja sistema u Sirokom opsegu
frekvencija. Dakle, jedinica na apscisi ovih dijagrama je dekada, koja
znaci desetorostruku razliku dveju frekvencija, odnosno za bilo koje @, ,
za dekadu veca frekvencija je @, =100, , a za dekadu manja je @, =0.1w;.
Amplitudska logaritamska karakteristika se meri decibelima [dB] to jest

L(w) = 20log|A( jw)[dB]

Ovo ima prednosti za vrlo velike i za vrlo male vrednosti

A(jw)|, kada se

koriste odgovarajuce aproksimacije za 20|0g|A(ja)| i Cinjenica da se

amplitudska logaritamska karakteristika  kaskadno povezanih sistema
dobija jednostavnim sumiranjem tih karakteristika pojedinih delova. Fazna
karakteristika se meri u radijanima ili stepenima.

Bodeove krive su logaritamski frekventni dijagrami slabljenja i faze

— Moduo frekventne karakteristike izrazen u decibelima u funkciji

— Moduo frekventne karakteristike u funkciji
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Konstrukcija ovih dijagrama za sistem opisan funkcijom prenosa se
svodi na sabiranje karakteristika Cinioca, posledica: pojacanja, reda
astatizma, nula i polova.

Softverski paketi kao $to je MATLAB omogucavaju izraCunavanje i crtanje
Bodeovih dijagrama. Medutim, postoje jednostavna pravila koja
omogucavaju brzo skiciranje ovih dijagrama. Za ovo je potrebno da funkcija
prenosa bude data u faktorizovanom obliku, tj. kao u prethodnom slucaju.

Bodeove dijagrame obi¢no crtamo za prenosne funkcije otvorene petlje

Matlab naredbe:

Neka je prenosna funkcija otvorene petlje zadata u obliku razlomka:

Za racunanjetj. crtanje frekventnih odziva koriste se sledece naredbe

>>hode(num,den) % crta amplitudni i fazni Bodeov dijagram pri ¢emu se
frekvencijski

% opseg odnosno broj tacaka automatski odreduju.

>>pode(num,den,{wmin,.Wmax}) % crta Bodeove dijagrame za frekvencije
izmedu Wmin | Wmax

>>hode(num,den,w) % crta Bodeove dijagrame za frekvencije zadate vektorom
% w (frekvencijski vektor naj¢esce prethodno zadajemo

% naredbom logspace()):

>>w=logspace(d1,d2) % generise redni vektor od 50 logaritamski medusobno
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% udaljenih ta¢aka, smestenih izmedu dekada 10

di i 10d2

Bodeovi dijagrami nekih osnovnih elemenata:

Integralni elemenat

Bode Diagram
40
% 20 - —
20 b >> G1=tf(5,[1,0]);
H T _ .
0 L >>W=logspace(-1,1);
Y >>Bode(G1,W);
5 >>Grid
i? 0
L
91
10" 10° 10'
Frequency (rad/sec)
Aperiodi¢an elemenat
Bode Diagram
0 4
10 I
g
ﬁ,w Py
§ >>W2=tf(1,[5 1]);
-50
. >>w = logspace(-2,2);
TN >>hode(G2,w);
Ef >>grid
g 45
£
|
.90 =<2
10° 107" 10° 10 107

Frequency (rad/sec)

Oscilatorni elemenat
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Bode Diagram

] /\ >> g = tf(1,[0.125 0.05 1]):
' >>w = logspace(-2,2);
® - >> hode (g, w);
>> grid on;
g | >
F
“ g = tf(4,1);
L w = logspace(-2,2);
i bode (g, w);
% grid on
;t - "l'\\__\ >>s=tf('s");
¥ T >>G=4*(1+0.5%s)/(s*(1+2*s)*(1
B | #0.05*s+(0.125*s)"2));
0 T " | >>w=logspace(-1,2);
3 T \ >>bode(G,w);
i ‘ ‘L\ >>grid

Frequency (rad/sec)
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>>q1=tf(4,1);
>>02=tf([0.5 1],1);
_ | >>g3=tf(1,[10]);
Te | >>g4=tf(1,[2 1]):
SO T | >>g5=t(1,[0.12572 0.05 1))
7///"'K : >>bode(gl,'v',g2,'b',g3,'v',g4,'0',g

Magnitude (dB)

— |G,
: ~__ _\ | >>grid
N .

0
Frequency (rad/sec)

Zadatak 2.5.

Data je prenosna funkcija otvorenog kola:

Izvesti izraz za logaritamski dijagram slabljenja (amplitudna karakteristika),
dijagram faze (fazna karakteristika) i nacrtati Bodeove dijagrame [19]:

ResSenje:

Logaritamski dijagrami slabljenja i faze sistema dobijaju se kao algebarski
zbir odgovarajucih dijagrama svih ¢lanova koji formiraju funkciju prenosa
sistema u otvorenoj povratnoj sprezi.

Dijagram slabljenja:
(' ulog razmeri)
Dijagram faze:
( ulog razmeri)
U funkciji prenosa otvorenog kola Ws(s) zamenjujemo s sa |
s=jo
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prelomne frekvencije: =4, =16.

Dijagram slabljenja (amplitudna karakteristika):

Dijagram faze (fazna karakteristika):

2

Prenosnu funkciju napisemo u obliku:

> k=128;
> Z:I:I’ © Dijagram slablienja i dijagram faze
> s= ; L
> =252tf(z,5,k) g | T
n: -150
0 0 0 128
d= grlst%
1 20 64 O
> bode(n,d) ]
Frequencija (rad/s)
Zadatak 2.7
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Data je funkcija prenosa otvorenog kola:

K=1

Izvesti izraz za logaritamski dijagram slabljenja (amplitudna karakteristika),
dijagram faze (fazna karakteristika) i nacrtati Bodeove dijagrame [19]:

ReSenje:

U prenosnoj funkciji otvorenog kola zamenimo vrednost konstante K=1
s= , prenosna funkcija tada postaje:

Dijagram slabljenja:

Dijagram faze:

Prelomne ucestanosti: =1.43; =1; =20; =4.
Resenja u Matlabu:

Prenosnu funkciju napisimo u obliku:
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k=56
7= [' 1. 43] ; Dijagram slablenja i dijagram faze
p=[0-20-4 0] ; E E

n,d] = zp2tf(z,p,k) °r

>
>
>
>

(dB)
3

n=
00 O 5 80 T

124 8 0 O
> bode(n,d)

-180 =

(deg)

270 k= £ £ £ E——— =SS

-1 o 1 2 3

10 10 10 10 10
Frekvencija(rad/sec) (rad/s)

Zadatak 2.8

Data je strukturna blok Sema, gde je u direktnoj grani data redna veza
elemenata sa prenosnim funkcijama , @ U povratnoj grani Izvesti
izraz za logaritamski dijagram slabljenja (amplitudna karakteristika),
dijagram faze (fazna karakteristika) i nacrtati Bodeove dijagrame [19]:

W].: 1 W2= 1 -
ReSenje:

Funkcija prenosa otvorenog kola je:

U funkciji prenosa zamenimo s saj , pa prenosna funkcija postaje:

Prelomne ucestanosti:
=—=0.8 =—=01 =—=2 =—=25 =0

Amplitudna karakteristika:
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Fazna karakteristika:

> K=62.5;
> z=[-0.8];
> p=[0 -0.1 -2 -25]

Bode Diagram

> [n,d]=zp2tf(z,p,k) R

n= : -100 |-
0 0 0 S
625000  50.0000 o Sl

d = g =225~ -
10000 271000 727(1)0;3 10° 10 10 10" 103\'1‘03
527000 50000 Frequency (rad/s)
0

Zadatak 2.9

Za sistem ¢ija je funkcija povratnog prenosa:

Izvesti izraz za logaritamski dijagram slabljenja (amplitudna karakteristika),

dijagram faze (fazna karakteristika) i nacrtati Bodeove dijagrame [19].

ReSenje:

U funkciji prenosa zamenimo s saj , pa prenosna funkcija otvorenog kola u
domenu ucestanosti postaje:




Amplitudna karakteristika:

Fazna karakteristika:

> k=31.6;
» z=[-1-5];
> p=[0-2-10-1/3]’
> [n,d]=zs2tf(z,p,k) Bode Digra
—_ rO\\
n=
0 0 31.6000 | * .. I
189.6000 158.0000 P 0 0 1 S0 A S !
d=
67135‘ \¥
1.0000 12.3333 2 ol \
24.0000 6.6667 Z .
O 270 &= =S
Frequency (rad/s)
> bode(n,d)

Zadatak 2.10

Data je prenosna funkcija otvorenog kola:

Izvesti izraz za logaritamski dijagram slabljenja (amplitudna karakteristika),
dijagram faze (fazna karakteristika) i nacrtati Bodeove dijagrame [19].
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ReSenje:

Funkcija prenosa otvorenog kola u domenu ucestanosti je:

Amplitudna karakteristika:

Fazna karakteristika:

> k=20;
> z=[-10]
» s=[0 -2 -50 -20]’;
» [n,d]=zs2tf(z,s,k)
n=

0 0 0 20 200

1 72 1140 2000
0

bode(n,d)

Magnitude (dB)

Phase (deg)

a
S

Bode Diagram

&
3

g
5
8

g
e
3

|

\

—~=11]

-200

o

&

&
T

i

&

3
T

N

N

a
T

-270 &=

|

ST

=
1S5

0 1
10 10
Frequency (rad/s)

3
10 10
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Zadatak 2.11

Data je prenosna funkcija otvorenog kola:

Izvesti izraz za logaritamski dijagram slabljenja (amplitudna karakteristika),
dijagram faze (fazna karakteristika) i nacrtati Bodeove dijagrame [19].

ReSenje:

Amplitudna karakteristika:

Fazna karakteristika:

> k=10;
» z=[0]; TN Sode s
> p=[-05 -4 -1]; BB

> [n,d]=252t(z,p,k) ot~ T

Magnitude (dB)

401~

0 0 10 0 w0

1.0000 5.5000 6.5000
2.0000
> bOde(n,d) -180 &= - = S .

10° 10" 10 10" 10

Phase (de
©

S

T

Frequency (radls)
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Zadatak 2.12

Konstruisati logaritamske dijagrame slabljenja i faze sistema funkcije
prenosa U otvorenoj povratnoj sprezi za sistem funkcije prenosa [21]

, b)

ReSenje:

a) Shodno pravilima za crtanje Bodeovih frekventnih karakteristika
sistema iznetih u uvodnom teorijskom delu ovog poglavlja,
karakteristike datog sistema su prikazane na slikama 1.

Koordinate tacaka na asimptotskoj amplitudskoj karakteristici sistema se
mogu odrediti 1 analitickim postupkom. Ako ozna¢imo sa yl linearni
segment koji sadrzi tatke A 1 B, znajuéi da je to segment od -20
dB/dekadi koji preseca  osu u tacki 10 (toliko iznosi brzinska konstanta
za ovaj sistem) mozemo napisati da analiticki oblik ovog segmenta, gde
su ordinate izraZzene u decibelima, glasi:

Na osnovu toga se jednostavno odreduju ordinate tacaka A i B:

IW4% ol A(01,40);B05.26), C(2.1.9), D4 4.1) . argio)
\
2]
k)
\\“\ £
2 ¥
™
10 N, X a1
\C 100
0 - I . Ml
.y 120 ’ ~
i N 40 nd
\\\ . ® | --...._____‘ i
2 N, A8 i il ()
o f 10 01 1 10

Slika 2.1.a [21]
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Analogno tome, ako sa  ozna¢imo linearni segment koji sadrzi tacke B i
C, znajuci da on sadrzi tacku B ¢ije smo koordinate ve¢ sracunali, i da je
njegov  nagib -40dB/dekadi, mozemo napisati analitiCki oblik ovog
segmenta:

Shodno tome se ordinate tacke C lako sra¢unava:

Ovakvim postupkom je moguce odrediti koordinate bilo koje tacke
koja lezi na asimptotskoj amplitudskoj frekventnoj karakteristici sistema.

b) Naslikama | b su prikazane Bodeove frekvencijske karakteristike
zadatog sistema.

N‘é%m)lda A(0.1,60), B(1,20); C(4.8)

S0
40
30
20

10 -

4] \L‘\

-10

20 N o
0.1 1 10

%0 arg{Wio))

-120

150
480 — N,
210 N

=240

-270 o
01 1 10

Slika 2.2 b [21]
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3. STABILNOST SISTEMA

3.1. Kiriterijumi  stabilnosti  linearnih  sistema
automatskog upravljanja

Odredivanje korenova kod jednacina viSega reda predstavlja slozen i tezak
problem. Naime, reSavanje algebarskih jednacina prvog i drugog reda vrlo je
jednostavno, dok je nalazenje korenova kod jednacina treceg i Cetvrtog reda
nesto teze. Jednacine, pak, petog i viSeg reda analiticki se ne mogu resiti ve¢
se za odredivanje njihovih korenova koriste priblizne metode koje su vrlo
komplikovane i nepodesne za praktiénu primenu. Pored toga, i kada se
koreni karakteristi¢ne jednaéine odrede, veoma je teSko prema njima utvrditi
koji parametri sistema 1 koliko uti¢u na stabilnost.

Da bi se ove teskoce izbegle razvijene su pogodne inzenjerske metode koje
omogucéavaju ispitivanje stabilnosti sistema bez reSavanja karakteristi¢nih
jednacina. Takve metode dobile su u teoriji automatskog upravljanja naziv
— kriterijumi stabilnosti.

Hurvicov kriterijum stabilnosti

Ovaj kriterijum polazi od karakteristicne jednacine sistema zatvorenog
regulacionog kruga:

Hurvicov kriterijum stabilnosti moZe se izraziti pomoc¢u nekoliko uslova
koji se postavljaju na koeficijente Hurvicovog polinoma pri ¢emu se
polinom svodi na oblik u kojem je a, > 0:

- nuzni uslov stabilnosti:

Svi koeficijenti karakteristi¢ne jednacine moraju biti razli¢iti od 0 i imati isti
predznak.

- dovoljan uslov stabilnosti je da sve dijagonale subdeterminante i
glavna determinanta moraju biti ve¢i od nule.
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Zadatak 3.1

Ispitati stabilnost sistema ¢iji je karakteristi¢an polinom:

Primenom Hurvicovog kriterijuma

ReSenje:

Iz jednaline sledi da je
Posto nisu svi dijagonlni minori determinante ve¢i od nule sistem nije
stabilan. Kako je karakteristi¢ni polinom ima par konjugovanih
korena sa realnim delom koji je nula i sistem se nalazi na granici oscilatorne
stabilnosti.

Rausov kriterijum stabilnosti

Rausov kriterijum je opstiji od Hurvicovog kriterijuma. Hurvicov kriterijom
stabilnosti se moze izvesti iz Rausovog kriterijuma. Osnovna prednost nad
Hurvicovim kriterijumom je mogucénost odredivanja broja desnih korena
karakteristicnog polinoma, ako je on nestabilan. Rausov Kkriterijum se
zasniva na formiranju odgovarajuce tabele - Rausove tabele - na osnovu
koeficijenata karakteristicnog polinoma. U udZbenickoj literaturi postoje
razli¢iti prilazi formiranju Rausove tabele.

Za karakteristiénu jedna¢inu sistema: S" +a,,S" " +..+a, =0,
Rausov kriterij se svodi na formiranje sledece tabele:
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s | H,

Koeficijenti A, B,,C, - se racunaju na slede¢i nacin:

a .a —a.a a. .a —a.a
A1 _ %n1%n-2 n%n-3 A2 _ %n-1%-4 n%n-5
an—l an—l
B. = Alan—3 B an—1A2 B. = Alan—s B an—1A3
1 2
A A
o _BA-AB, o _BA-AB,
1 Bl 2 Bl

Da bi karakteristicna funkcija imala sve polove u levoj s-poluravni
(asimptotski stabilan sistem) potrebno je i dovoljno da su svi koeficijenti u
prvoj koloni koeficijenata Rausove tabele pozitivni.

Po formiranju tabele, za zaklju¢ivanje o stabilnosti sistema vazna je samo
prva kolona Rausove tabele - Rausova kolona, uokvirena u tabeli. Kriterijum
Rausa glasi:

Dovoljan uslov stabilnosti sistema je da su svi ¢lanovi Rausove kolone istog
znaka. Ako ¢lanovi Rausove kolone nisu istog znaka, sistem je nestabilan, a
broj promena znaka u Rausovoj koloni jednak je broju desnih korena
karakteristi¢nog polinoma [30].

Zadatak 3.2
Ispitati stabilnost sistema datog sa sledeCom prenosnom funkcijom [30]:

1

G(s) =
) s* +6s% +13s% +12s +4

ReSenje:

Odgovaraju¢a Rausova tabela je:
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52 11 4
st 9.8 0
s? 4

Prema tome, sistem je asimptotski stabilan.
Zadatak 3.3
Ispitati stabilnost sistema datog sa slede¢om prenosnom funkcijom:

2s+1

G(s) =
(5) s +5%+3s* +25% +52 +25+1

Odgovarajuc¢a Rausova tabela je:

s° 1 3 1 1
s° 1 2 2 0
s’ 1 -1 1

s 3 1 0

s? [-133] 1

st 1325 O

s° 1

Prema tome, moze se zakljuciti da je sistem nestabilan [30].
Teorema:

Broj promena znaka u prvoj koloni koeficijenata Rausove tabele odreduje
broj nestabilnih polova.

Prednost kriterija stabilnosti je, u opStem slucaju, mogucénost analize
stabilnosti sistema u funkciji nepoznatog parametra.

Zadatak 3.4
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Odrediti parametar K tako da sistem dat prenosnom funkcijom:

s+1

G(s) =
() s*+2s® +Ks? +s+3

bude asimptotski stabilan [30].
ReSenje:

Za dati sistem se formira slede¢a Rausova tabela:

st 1 K 4

s? 2 1 0
2K -1

2 = 3

S 2

o 2K -13 .
2K -1

s? 3

Da bi sistem bio stabilan potrebno je da budu ispunjeni sledeci uslovi:

2K -1 . 2K -13
—>01
2 2K -1
Odavde sledi K >6.5. Prema tome sistem je stabilan za vrednosti parametra

K>6.5.

>0

Prilikom primene Rausovog kriterija je moguca pojava nultih elemenata u
prvoj koloni koeficijenata. Pored ovoga, moguce je da se pojavi i kompletan
nulti red. U oba slucaja sistem nije asimptotski stabilan, ali je interesantno
razmatrati ove slucajeve u cilju otkrivanja da li je sistem mozda marginalno
stabilan ili nestabilan.

U slucaju da se pojavi nulti element u prvoj koloni koeficijenata, tada se
umesto nula zameni sa nekim malim pozitivhim brojem ¢ i procedura se

dalje nastavi. Na kraju se potrazi Iirrz) i izvrsi klasi¢na naliza prve kolone
koeficijenata [30].
Zadatak 3.5

Ispitati stabilnost sistema datog slede¢om prenosnom funkcijom:

124



6s+1

G(s) =
(s) s® +2s* +3s° +4s? +55+6

ReSenje:

Za dati sistem formira se Rausove tabela:

s° 1 3 5 0
st 2 4 6 0
s® 1 2 0
g2 & 6
! 26—6 0

e
S0

U tre¢em redu Rausove kolone se pojavila nula koja se zamenjuje sa ¢ (gde
je £>0). Rausova tabela kada se pusti lim dobija sledeci oblik:

50,
s° 1 3 5 0
s* 2 4 6
s’ 1 2 0
s? 0, 6
s — 0
s° 1

Prema tome, uo€avaju se dve promene predznaka pa se moze zakljuciti da je
sistem nestabilan i da ima dva nestabilna pola (u desnoj s poluravni) [30].

U slucaju kada se pojavi kompletan nulti red sistem nije asimptotski stabilan,
ostaje da se ispita da li je eventualno marginalno stabilan. Procedura je
sledeca:

1. Kada se pojavi nulti red formira se pomo¢ni parni (neparni) polinom
d(s) od koeficijenata reda iznad nultog reda.
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2. Nade se di(d (s)), a zatim Koriste koeficijenti ovog polinoma
s

umesto dobijenih nultih koeficijenata.
3. Nastavi se standardno formiranje tabele
P(s) = P'(s)d(s)
Zadatak 3.6
Ispitati stabilnost sledeceg sistema [30]:

1
s +5% +25° +25% +s5+1

G(s) =

ReSenje:

Prva tri reda Rausove tabele:

1 2 1
1 2 1
S 0 0 0

U ovom sluc¢aju u treCem redu se pojavljuje nulti red, pa se formira pomo¢ni
polinom

d(s)=s*+2s” +1
Dalje je:

i(d (s)) =4s® +4s
ds

sada Rausova tabela poprima slede¢i oblik:

s° 1 2 1 0
s? 1 2 1 0
s 4 4 0

s? 1 1

S 0 0
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Sada se ponovo pojavljuje nulti red, sada u petom redu tabele. Ponovo se
formira pomo¢ni polinom:

d,(s)=s”+1
diferenciranjem se dobija:
d;(s)=2s

Kona¢no tabela ima sledeéi izgled:

s° 1 2 1 0
s’ 1 2 1 0
s’ 4 4 0

s? 1 1

st 2 0

s’ 1

S obzirom da je:
d,(s)=s*+1=0=s,,, =*]j
d(s)=(d,(s))* =0=s,,, =*]),S;5, =%]j
sistem je nestabilan jer na imaginarnoj osi postoje polovi + j visestrukosti 2
[30].
Najkvistov Kriterijum stabilnosti

Poseban Najkvistov kriterijum

Teorema . Ako je otvoreno kolo sistema regulisanje stabilno, onda bi sistem
regulisanja bio stabilan, potrebno je i dovoljno da deo hodografa frekventne
karakteristike F, (jw) otvorenog kola pri promeni uéestanosti @ € [0+ 0] ne

obuhvati ,i ne prode kroz tacku C [-1, jO].

Ako ovaj uslov nije ispunjen sistem regulisanja nije stabilan. On tada moze
biti grani¢no stabilan ili nestabilan.

Broj polova prenosne funkcije otvorenog kola sa pozitivnim realnim delom
jednak je nuli, $to se obelezava sa P=0, otvoreno kolo je stabilno.
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Sada se moze zakljuciti da je jedino sistem regulisanja, sa frekventnim
karakteristikama otvorenog kola F, (jw) stabilan, jer ista ne obuhvata i ne

prolazi kroz ta¢ku C [-1, jO].

Opsti Najkvistov kriterijum
Teorema

Ako prenosna funkcija otvorenog kola W, (s)sistema regulisanja ima P
polova sa pozitivnim realnim delom , onda, da bi taj sistem regulisanja bio
stabilan, potrebno je i dovoljno da pri promeni ucestanosti @ & [+00,—0]
hodograf frekventne karakteristike F, (jw) otvorenog kola tog sistema
regulisanja tacno P puta obuhvati kriticnu tacku C[-1, jOJu negativhom
matemati¢kom smeru i da ni jedanput ne prode kroz nju.

Zadatak 3.7.

Ispitati stabilnost sistema regulisanja, prikazanog na sl.3.1, ako je objekat
prvog reda proporcionalnog ponaSanja regulisan slede¢im regulatorima[25]:

Zis)

Xizls) 1
LiLiVg S

Xils)

Slika 3.1
Koristiti Najkvistov kriterijum stabilnosti.
ReSenje:

U svim ovim slucajevima, lako se zakljucuje da su sva otvorena kola datih
sistema regulisanja stabilna. Ovo proistiCe iz Cinjenice da su i objekat 1
regulator pojedinacno stabilni, a da su redno spregnuti. Znaci, u svim ovim
slu¢ajevima treba primeniti poseban Najkvistov kriterijum.
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Pri primeni Najkvistovog kriterijuma sve ulazne veli¢ine iskljuCene su iz

razmatranja [25]

a)

@ | Refulo) |ImFufe) |Aw) | pu(@)[7] |

0 1 0 1 ¢

1 0 =05 0.5 - 90

2 -0.12 -0.16 0.2 -127

5 -0.035 -0.014 0.038 — 158

10 -0.01 —0.002 0.001 - 169
100 0 0 [ -179

©0 0 0 [ - 180

j ank
F~ravan
c[‘i‘jﬂj W= (.:]=0
e ™\ ReF.,
S
Foiljw)
S1.3.2

Na sl. 3.2 prikazan je deo hodografa frekventne karakteristike otvorenog

kola, , Za promenu ucestanosti

Kako hodograf niti obuhvata niti prolazi
odgovarajudi sistem regulisanja je stabilan.

b)
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kroz kritiénu tacku ,




@ Au(®) | gorl(a) I°]
0 10 0
0.2 9.7 -22
0.5 8.4 - 54
1 5.65 - 98
2 2.23 - 153
5 0.27 -215
10 0.04 -241
© 0 - 270

jIm Fy

FRw-ravan

Fouljw)
SI.3.3
U ovakvim prilikama, kada je dato u vidu proizvoda tipi¢nih
prenosnih organa, lakSe je 1zraziti na nacin kako je to ovde

dato. U priloZenoj tablici dat je odgovaraju¢i proracun, a na sl.3.3 deo

hodografa za pramenu ucestanosti

. Kako hodograf

obuhvata kriti¢nu tacku ., odgovarajuci sistem regulisanja je

nestabilan [25].
c)
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@ | A | el [°]
0 8 0
0.5 5.72 -79
1 2.82 - 9%
Gl 1 ~180
5 0.06 - 236
— 10 | 0008 | -252
oo 0 =270
jlmFyy
Rravan
CRi0
S1.3.4
Deo hodografa za promenu ucestanosti prolazikroz
kriticnu tacku , pa je odgovarajuéi sistem regulisanja na granici

stabilnosti.

Komentar. Slucajevi izneti pod b) i c¢) jasno ukazuju da se zatvaranjem
sprege mogu dobiti sistemi regulisanja koji nisu stabilni, iako su im otvorena
kola bila stabilna

Zadatak 3.8.

Ispitati stabilnost datih zatvorenih sistema automatskog upravljanja, poznate
strukture u kojima su:

Wisls) Xis)
2 | Wls)

b)

S | W,ls]

_ S1.3.4

Koristiti Najkvistov kriterijum stabilnosti [25].
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ReSenje:

a) Sa slike lako se uocava da je:

@ Au(®) | pul@) [°]
0 100 0
0.10 70.62 — 48.05
.50 24.23 — 105.07
1.00 17.15 —180.00
10.00 0.01 —264.52 |
00 0 —270.00
jIm Foy
Eravan
CHL0 Nwsm,,  w=D
0 Y100 ReFoy
/u}
Fnk(]w]
S1.3.5
Deo hodografa prikazan je na sl. 3.5 , a na bazi proracuna iznetog u
datoj tablici, Otvoreno kolo je stabilno. Deo hodografa obuhvata

kriti¢nu tacku, pa je odgovarajuci zatvoreni SAU nestabilan.

b)

j1m Fyy
m/ F-ravan
CH,j0]  Jwad Wam
0 1 REF.L
Zw
Foul jw)
S1.3.6
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Na sl. 3.6. prikazan je deo hodografa frekventne karakteristike otvorenog

kola za promenu ucestanosti . Kako Najkvistova kriva
ne obuhvata niti prolazi kroz kriti¢nu tac¢ku , zatvoreni SAU je
stabilan.

MATLAB NAREDBE

Neka je prenosna funkcija otvorene petlje zadata u obliku razlomka:

Matlab naredbe za proracun i crtanje Nyquistovog dijagrama:

>> nyquist (num,den) % crta Najkvistov dijagram
>> nyquist (num,den,w) % crta Najkvistov dijagram za frekvencije zadate

% vektorom w (frekvencijski vektor najéesce
prethodno

%  zadajemo rednom matricom s jednako
razmaknutim

% frekvencijama

>> [Re,Im,w] = nyquist (hum,den) % racuna realni (Re) i imaginarni
(Im) deo

% kompleksne prenosne funkcije i
vektor

% frekvencije (npr. ako nije zadat)

Zadatak 3.9

Za sistem s negativnom jedinicnom povratnom vezom zadata je prenosna
funkcija otvorene petlje:
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Nacrtati polarni i Najkvistov dijagram i zakljuCiti o stabilnosti sistema.
Odrediti prenosnu funkciju zatvorene petlje ( = ) 1 naci
vremenski odziv sistema na jedini¢énu pobudu[43].

ReSenje:

Polarni dijagram se crta za 0 < o < + . Zato uvek treba uzeti ® =01 ® = o,
zatim one o za koje je Re =01 Im = 0, i jo§ poneku tacku izmedu.

W 0 1 5 o0
Re(W,y) -0.2 -0.1923 -0.1 0
Im(Wo) -0 -0.9615 -0.1 0

Slika 3.7. prikazuje skicirani polarni dijagram (puna crvena linija) i dopunu
do Najkvistovog dijagrama (isprekidana plava linija).

4 Im(Wo)
l— - . o - parametar
»=0- = <
I \
Nyquist Diagram
[ N N 10 - - r v
\ \
\ sl
\ \
\ \ 6
1 \ \ - An
02 -0 o |o=-besk 1 Re(Wo
o=+besk. 1 o 2F
%
0.1 1 Y
2 .
! )
/ E 2
Vi 4
» Radijus=besk.
7’ 6k
e
- = 81
o=0+L _ - -
-10 c c c c c c c
B 09 -08 -07 -06 05 04 -03 -0z
Real Axis

S1.3.8 [43]

>> num_Wo=[5];

>> den_Wo=[15 0];

>> nyquist(num_Wo, den_Wo) % crta Najkvistov dijagram, prikazan
% na slici 3.8. Naravno,
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% na grafu nije moguce prikazati polukrug
% beskonac¢nog radijusa koji spaja
% tacke frekvencija -oo i +oo

>> [Re, Im]=nyquist(num_Wo, den_Wo, 1) % racuna realni i imaginarni deo za
w=1

Re =
-0.1923

Im =
-0.9615

>> [Re, Im]=nyquist(num_Wo, den_Wo, 5) % racuna realni i imaginarni deo za
w=5

Re =
-0.1000

Im =
-0.1000

>> [Re, Im]=nyquist(num_Wo, den_Wo, inf) % za w=beskona¢no
Re =

>> [Re, Im]=nyquist(num_Wo, den_Wo, 0) % za w=0; dolazi do pojave
singularnosti

% i neta¢nog proraGuna

Re =
Inf

Im =
0
>> [Re, Im]=nyquist(num_Wo, den_Wo, 0.0001) % zato ¢emo umesto w=0 uzeti
%  vrednost blisku 0 (tj.

0.0001):
Re =
-0.2000
Im =
-1.0000e+004 % Imtezi U - ©
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Buduc¢i da Najkvistov dijagram nijednom ne obilazi tacku —1+0j, a prenosna
funkcija otvorene petlje nema polova u desnoj poluravni, zaklju¢ujemo da
je sistem stabilan (P=N=0).

Pronadimo sada prenosnu funkciju sistema i vremenski odziv na jedini¢nu
pobudu, i na osnovu odziva uverimo se o stabilnosti sistema:

Budu¢i da je povratna veza jedini¢na (H=1), vazice:

Vremenski odziv sistema odredi¢emo pomoc¢u Matlaba:

num Wo=[5];
den Wo=[1 5 5];

step (num Wo, den Wo)

% odziv sistema na step funkciju, prikazan slikom 3.9

Step Response

09 .

08 .

0.7 bt

0.6~ bt

0.5 -

Amplitude

0.4 »

03 »

0 r r r r r r r r r
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5

Time (seconds)

Slika 3.9

Na osnovu slike 3.9 koja prikazuje odziv sistema na step funkciju, vidimo
da se radi o stabilnom sistemu jer na kona¢nu pobudu daje konacan odziv.
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Vremenski odziv potvrduje nam zaklju¢éak o stabilnosti do kojeg smo
dosli na osnovu Najkvistovog dijagrama

Zadatak 3.10

Zadat je sistem na donjoj slici. Nacrtati polarni i Najkvistov dijagram i
zakljuciti o stabilnosti sistema. Odrediti prenosnu funkciju zatvorene petlje

( = ) i naci vremenski odziv sistema na jedini¢nu pobudu [43].
X(s) + 1 Y(s)
- s(s+0.5) >
L 1
s+1
ResSenje:
0 0.4 1
Re -6 -3.15 -1.33 -0.6 0
Im - -1.78 0 0.2 0

Sl. 3.10 prikazuje polarni dijagram i dopunu do Najkvistovog dijagrama.
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A ,
Im(Wo)

0=0- - T T T T*= .
\ = Radijus=besk.
~
~
AN ~
\ \ N
\ \
0.2 \
-6 o=+besk. » Re(Wo)
w=-besk. I
/
/
’
4
(0=0.4) L& >
) -
(l):()* _____ i -CD.}
S1.3.10 [43]
Postupak u Matlabu:
>>num_G=[1]; den_G=[10.50];
>>num_H=[1]; den_H=[11];
>> num_Wo=conv(num_G,num_H); % racunanje pr. f-je otvorene

petlje
>> den_Wo=conv(den_G,den_H);
>> nyquist(num_Wo, den_Wo0,[0.3:0.001:10]) % crta dijagram,prikazan na slici 3.11

% za frekv. opseg od 0.3 do
10rad/s

>> [Re, Im]=nyquist(num_Wo, den_Wo, 0.0001) % racuna realni i imaginarni
% deo za w=0

Re =

-6.0000
Im =
-2.0000e+004
>> [Re, Im]=nyquist(num_Wo, den_Wo, sqrt(0.5)) %zaw=
Re =

-1.3333
Im =

1.3956e-016
>> [Re, Im]=nyquist(num_Wo, den_Wo, inf) % za W= oo
Re =
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0
Im=
0

Slika 3.11. Prikazuje Najkvistov dijagram prenosne funkcije otvorene petlje:

Myquist Dizgram
T T T

Imaginary Axis

L L L L L L L L 1
-4 3.6 -3 2.6 -2 -1.8 =] -0E o
Real Axis

S1.3.11 [43]

Prema slici 3.10, Najkvistov dijagram dva puta obilazi tacku —1+0j, u smeru
kazaljke na satu, tj. N=2. Prenosna funkcija otvorene petlje nema polova u
desnoj poluravni, P=0. Budu¢i da je P # -N, sistem je nestabilan.

Pronadimo prenosnu funkciju sistema i vremenski odziv na jedini¢nu
pobudu:

Vremenski odziv sistema nacrtan pomoc¢u Matlaba:

>> [num_W,den_W]=feedback(num_G, den_G, num_H, den_H)
num_W =

0 0 1 1den W=
1.0000 1.5000 0.5000 1.0000

>>step(hum_W, den_W) % odziv sistema na step funkciju, prikazan slikom
3.12
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Step Response

Armplitade

S1.3.12 [43]

Iz odziva sistema na step funkciju (sl.3.12) vidimo da se radi o nestabilnom
sistemu (beskonac¢an odziv na kona¢nu pobudu), Sto odgovara zakljuc¢ku na
osnovu Najkvistovog dijagrama.

Amplitudna i fazni pretek kao mere relativne stabilnosti

Vecina sistema u praksi ne sadrzi nestabilne polove u prenosnoj funkciji
otvorene petlje (tj. polove koji se nalaze u desnoj poluravni). Zato, da bi
sistem bio stabilan, Najkvistov dijagram prenosne funkcije otvorene petlje ne
sme da obilazi tacku 1.

Da bismo to utvrdili, nije ni potrebno nacrtati kompletan Najkvistov
dijagram. Dovoljno je nacrtati polarni dijagram za koji raste od 0 do +w. U
slu¢aju stabilnog sistema, tacka —1 lezace s leve strane polarnog dijagrama
ako se duz dijagrama kre¢emo u smeru rastuceg .

Ako kriva polarnog dijagrama prolazi kroz tacku —1, sistem je na granici
stabilnosti. Da bismo imali zadovoljavajucu relativnu stabilnost, namece se
potreba da kriva ne prolazi isuvise blizu tacke —1.

Amplitudni (AP) i fazni (FP) pretek uobicajene su mere za specifikaciju
udaljenosti krive od tacke —1 tj. mere relativne stabilnosti sistema.

AP i FP mogu se odredivati na vise razli¢itih nacina (analitiCkom
metodom, na temelju polarnog ili Bodeovog dijagrama) [43].

Zadatak 3.11.
Sistem je zadat blok dijagramom. Odrediti AP i FP:

a) na osnovu polarnog dijagrama
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b) analiticki

Zakljuciti o stabilnosti sistema [43].

X(s) B 2 1 Y(s)
Q_ " s2 s(st1) .
ReSenje:
Prvo ¢emo formirati prenosnu funkciju otvorene petlje:
@ 0 0.5 1 - 2 ©
Re -1.5 -1.13 -0.6 -0.33 -0.15 0
Im 0 -1.32 -0.2 0 0.05 0

Slika 3.13 prikazuje polarni dijagram. Na temelju dijagrama odmah moZzemo
zakljuciti da se radi o stabilnom sistemu jer prenosna funkcija otvorene
petlje ne sadrZi nestabilne polove, a tacka —1 leZi s leve strane polarnog
dijagrama (tj. Najkvistov dijagram je nece obilaziti).
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A
Im(Wo)

w=+besk.

Re(Wo)
>

S1.3.13 [43]
a) odredivanje AP i FP na osnovu polarnog dijagrama:

« Amplitudni pretek odreduje se kao recipro¢na vrednost udaljenosti
izmedu ishodista i tacke u kojoj polarni dijagram sece realnu osu. Na
slici 3.13. mozemo ocitati:

— =0.33 > AP=—

AP obic¢no se definise u decibelima, tj. bice:
AP [dB]=20log(3)=9.54dB

» Fazni pretek odreduje se kao ugao koji s pozitivnim delom realne ose
zatvara pravac koji prolazi kroz ishodiste i tacku preseka polarnog
dijagrama i kruznice radijusa 1. S grafika na slici 3.13. priblizno
mozemo ocitati vrednost faznog preteka:

FP ~30° (preciznu vrednost odredi¢emo analitickim putem) [43]
b) odredivanje AP i FP analitickim putem:
Prvo ¢emo definisati sledec¢a dva pojma:

» Frekvencija kriticne amplitude ( ): definise se kao frekvencija pri
kojoj modul prenosne funkcije otvorene petlje ima vrednost 1 tj. pri
kojoj polarni dijagram sece kruznicu radijusa 1 (videti sliku 3.13).

Vazice: | |=1
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Frekvencija kriticne faze ( ). definiSe se kao frekvencija pri kojoj
imaginarni deo prenosne funkcije otvorene petlje ima vrednost O tj. pri
kojoj polarni dijagram sece realnu osu (videti sliku 3.13) [43].

Vazice: ImM[Wo( )]=0
AP i FP defini$u se na sledeci nacin:

Amplitudni  pretek definiSe se kao reciprocna vrednost realnog dela
prenosne funkcije otvorene petlje pri frekvenciji kriticne faze (videti sliku
3.13):

Fazni pretek definise se kao zbir ugla 180°i argumenta prenosne funkcije
otvorene petlje pri frekvenciji kriti¢ne faze (videti sliku 3.13):

FP[°]=180° + argument [W,(j )]
Odredimo i AP na osnovu navedenih relacija:
ImWo( )]I=0 =

Odredimo jo§ 1 FP:

Dobili smo jednacinu 6-tog stepena ¢ije ¢emo korene odrediti pomoc¢u Matlab
[43]
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>>roots([1 0504 0-4])
ans =
0.0000 + 1.8872i
0.0000 - 1.8872i
0.0000 + 1.4142i

0.0000 - 1.4142i
0.7494

-0.7494

Jedini realni pozitivan koren je 0.7494. Zato je ~ =0.7494rad/s.
FP[rad] = +arg[Wo( )= +(- /2-arctg( /1)arctg( /2))
= /2-0.35rad — 0.64rad = 0.5808 rad = 33°
Mozemo zakljuciti sledece:

Za stabilan sistem uvek ¢e vaziti: AP(dB)>0 i FP(°)>0. Tacan iznos AP i
FP ukazivace na relativnu stabilnost sistema tj. koliko je polarni
dijagram otvorene petlje sistema udaljen od tacke —1 (drugim recima,
koliko je sistem udaljen od granice stabilnosti). Porastom AP ili FP raste i
relativna stabilnost sistema tj. polarni dijagram se udaljava od tacke —1.

Za nestabilne sisteme vredec¢e: AP(dB)<0 i FP(°)<0.

Za racunanje vrednosti te AP i FP Koristi se sledeca Matlabova
naredba [43]:

>> [AP, FP, w_pi, w_I]=margin(num, den) % gde su:
% br i naz: brojilac i imenilac
pr.
% f-je otv. petlje
% AP: amplitudni pretek,
% nije prikazano u dB
% w_pi: fr. kriti¢ne faze
% w_I: fr. kriticne amplitude

U nasem slucaju ¢e biti:

>>[AP, FP, w_pi, w_I]=margin([2],[1 3 2 0])
AP =
3.0000
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FP =

32.6133w_pi =

14142 w_I1 =

0.7494

>> AP_dB=20*log10(AP) % pretvaranje AP u decibele
AP_dB =

9.5424

Utvrdivanje stabilnosti sistema po Bodeovom Kriterijumu

Stabilnost sistema sa zatvorenom povratnom vezom, opisanog prenosnom
funkcijom , odreduje se na temelju amplitudne i fazne Bodeove
karakteristike nacrtane za prenosnu funkciju otvorene petlje, Wq(s).

Odredivanje AP i FP na osnovu Bodeovih dijagrama:

e Frekvencijakriticne amplitude, 1: frekvencija pri kojoj
amplitudni Bodeov dijagram prenosne funkcije otvorene petlje sece
frekvencijsku osu.

Za ] ¢evaziti: \Wo(j 1)I=1 (tj. 0dB) [43]

. Frekvencijakriticne faze, : frekvencija pri kojoj fazni
Bodeov dijagram prenosne funkcije otvorene petlje sece pravac
od -180°.

Za  Cevaziti: Im(Wo(j ))=0
. Amplitudno osiguranje, AP(dB):

Moze se odrediti na osnovu Bodeovog amplitudnog dijagrama prenosne
funkcije otvorene petlje. AP se odreduje kao udaljenost od amplitudnog
dijagrama do frekvencijske ose, pri frekvenciji kriticne faze [43].

° Fazno osiguranje, FP(O):

Moze se odrediti na osnovu Bodeovog faznog dijagrama prenosne funkcije

otvorene petlje. FP se odreduje kao udaljenost od pravca —180° do faznog
dijagrama, pri frekvenciji kriticne amplitude.

Pravilo za utvrdivanje stabilnosti sistema po Bodeovom Kriteriju:
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Sistem sa zatvorenom povratnom vezom opisan prenosnom funkcijom

bice stabilan ako amplitudni Bodeov dijagram prenosne funkcije otvorene
petlje Wo(s) sece frekvencijsku osu pre nego fazni Bodeov dijagram sece
pravac —180° (tj. ako je < U tom slucaju AP i FP ¢e imati pozitivne
vrednosti [43].

MATLAB NAREDBE

Za racunanje vrednosti te AP i FP Koristi se sledeca Matlabova
naredba:

>>[AP, FP, w_pi, w_I]=margin(num, den) % gde su:
% br i naz: brojilac i imenilac
pr. f-je otv. petlje
% AP: amplitudno osiguranje,
nije prikazano u dB
% w_pi: frekvencija kriticne
faze

% w_I. frekvencija kriti¢ne
amplitude

>> margin(num, den) % naredba crta Bodeove dijagrame i na grafikonu
oznacava AP i FP.

Zadatak 3.12

Na osnovu Bodeovih dijagrama odrediti AP i FP i zakljuciti da li
je regulacioni sistem stabilan. Prenosna funkcija otvorene petlje je:

Slika 3.14. prikazuje amplitudni i fazni Bodeov dijagram i ucrtane i
AP, FP [43].
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Amplituda(Wo)

Amplituda (dB)
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0.1 1 10 100
w (rad/s)
S1.3.14 [43]
Iz grafikona mozemo priblizno ocitati zeljene vrednosti:
~ 1.5rad/s
~3rad/s

Amplitudno osiguranje odredujemo tako da nacrtamo vektor usmeren od
amplitudnog grafa do frekvencijske ose, pri . Ako je vektor usmeren
‘prema gore', AP ima pozitivan predznak.

Dakle, bi¢e: AP =10dB

Fazno osiguranje odredujemo tako $to nacrtamo vektor usmeren od pravca

-180° do faznog grafa, pri . Ako je vektor usmeren ‘prema gore', FP ima
pozitivan predznak. Dakle, bice:

FP=40°

Buduc¢i da je < ,radise o stabilnom sistemu. Dok smo sa slike 3.14.
tek priblizno mogli da ocitamo Zeljene parametre, Matlab ¢e nam precizno
izra¢unati njihove vrednosti:

>> [AP, FP, w_pi, w_I]=margin([20],[1 7 10 Q])
AP = % AP nije prikazana u decibelima

3.5000
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FP=
35.7873 w_pi =
3.1623w_I =
1.5224
>>AP_dB=20*log10(AP) % pretvaranje AP u decibele
AP dB =
10.8814

>> margin([20],[1 7 10 0]) % naredba za crtanje Bodeovih dijagrama i
odredivanje

% AP i FP
% Rezultat je prikazan na slici 3.15. Obratiti paznju na naslov
% slike: AP je oznacenas Gm, a FP s Pm

SI1.3.15 [43]
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4. KRITERIJUM ZA ANALIZU | SINTEZU
SISTEMA AUTOMATSKOG UPRAVLJANJA

U cilju poredenja razlicitih sistema upravljanja definisane su standardne
karakteristicne veli¢ine kojima se, posredno ili neposredno, opisuju
performanse sistema (Kkriterijumi za ocenu kvaliteta ‘ponasanja). Sa aspekta
nacina prikaza modela sistema ove veli€ine se mogu podeliti na:

- karakteristicne veli¢ine u vremenskom domenu
- karakteristi¢ne veli¢ine u frekvencijskom domenu
- karakteristi¢ne veli¢ine u kompleksnom domenu

Sa druge strane. sa gledista performansi sistema ove veli¢ine se mogu
podeliti na:

- karakteristi¢ne veli¢ine koje definiSu osobine sistema i kvalitet
prenosa (filtarska svojstva ) ulaznog signala u ustaljenom stanju

- karakteristi¢ne veli¢ine koje definiSu prelaznu pojavu

- karakteristicne veli¢ine koje definisu osetljivost sistema na promenu
parametara

- integralne Kkriterijume

Analiza sistema se svodi na odredivanje brojnih vrednosti skupa
karakteristicnih ~ veli¢ina. U zadacima sinteze brojne vrednosti
karakteristi¢nih veli¢ina su zadate, pa je potrebno odrediti matematicki
model fizicki ostvarljivog sistema koji zadovoljava postavljene zahteve.
Medusobne zavisnosti pojedinih karakteristicnih veli¢ina su vrlo sloZene 1 ne
mogu se iskazati analiticki , sem u jednostavnim slucajevima [21].

4.1. Karakteristi¢ne veli¢ine za ocenu kvaliteta prenosa
ulaznog signala u ustaljenom stanju

A) Karakteristi¢ne veli¢ine u vremenskom domenu

a) staticka greska ustaljenog stanja

gde je u(t) ulazni signal a y(t) izlaz sistema. Za sistem sa direktnom
povratnom spregom (negativna jedini¢na povratna sprega) je:
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, gde je

G(s) je funkcija povratnog prenosa a veli¢ina r red astatizma.
b) konstante greske

Konstanta polozaja  : implicitno definiSe staticku gresku ustaljenog stanja
na jedini¢ni odskoc¢ni ulazni signal:

Brzinska konstanta ~ : posredno definiSe staticku gresku ustaljenog stanja
za nagibni ulazni signal:

Konstanta ubrzanja  : implicitno definiSe stati¢ku gresku ustaljenog stanja
na paraboli¢ni ulazni signal:

B) Karakteristi¢ne veli¢ine u frekventnom domenu
a) rezonantni vrh

Definise maksimalno odstupanje amplitudne frekventne karakteristike
funkcije spregnutog prenosa:

od frekventne Kkarakteristike = 1 idealnog sistema koji verno

reprodukuje ulazni signal. Ucestanost na kojoj se deSava rezonantni
vrh naziva se rezonantna ucestanost. Generalno je pozeljno da sistem nema
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znacajniji rezonantni vrh, s obzirom da veliki rezonanti vrh oznacava veliki
preskok u normalnom odsko¢nom odzivu sistema.

b) propusni opseg sistema

Ucestanost za koju amplitudna frekvencijska karakteristika spregnutog
prenosa ima vrednost:

Sistem relativno verno prenosi harmonike ulaznog signala u opsegu

, dok slabi signale poremecaja ¢iji je frekvencijski sadrzaj van
propusnog opsega. Brzina reagovanja sistema direktno je srazmerna veli¢ini
propusnog opsega.

c) selektivnost

Selektivnost se meri kao veli¢ina nagiba amplitudske frekvencijske
karakteristike u tacki i izrazava se u [dB/dekadi]. Ova
veli€ina predstavlja meru sposobnosti sistema da eliminiSe poremecaj €iji je
frekvencijski sadrzaj ( spektar ) skoncentrisan van propusnog opsega

4.2. Karakteristi¢ne veli¢ine za ocenu prelazne pojave i
relativne stabilnosti sistema
Karakteristiéne veli¢ine u vremenskom domenu

Dinamicka svojstva sistema se ocenjuju na osnovu karakteristi¢nih veli¢ina
koje karakteriSu odsko¢ni odziv sistema , uz nulte
pocetne uslove.

preskok i vreme preskoka

Razlika prvog maksimuma u normalnom odsko¢nom odzivu (odziv na
ulazni signal kada su svi pocetni uslovi nula) i veli¢ine odziva
u stacionarnom stanju naziva se preskokom i obelezava sa

vreme kasnjenja
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Vreme kaSnjenja je vreme za koje normalni odsko¢ni odziv dostigne
jednu polovinu stacionarne vrednosti:

Za idealni sistem, Cija je amplitudska frekvencijska karakteristika konstntna
u propusnom opsegu a nula van datog intervala (0, ), vreme kasnjenja je

—, gde je  grupno kasnjenjea  propusni opseg [21].
Vreme uspona

Vreme uspona je vreme za koje normalni odsko¢ni odziv poraste od |
0% na 90% svoje stacionarne vrednost:

Za idealan sistem vazi  je ucestanost propusnog opsega), dok za vecinu
realnih sistema za koje je preskok <10% vazi empirijska formula
gde je

vreme smirenja

Kao vreme smirenja se definiSe ono vreme koje je potrebno da amplituda
oscilacija u normalnom odsko¢nom odzivu opadne na vrednost manju
od 2% (ili 5%) od vrednosti odziva u stacionarnom stanju:

perioda oscilacija

Perioda oscilacija se definiSe kao vreme izmedu dva sukcesivna maksimuma
u normalnom odsko¢nom odzivu sistema.

dominantna vremenska konstanta

Dominantna vremenska konstanta je vremenska konstanta eksponencijalne
funkcije koja predstavlja anvelopu normalnog odsko¢nog odziva

1 predstavlja vreme potrebno da anvelopa normalnog odsko¢nog odziva
opadne na 37% ( l/e) svoje pocetne vrednosti za t =0, tj

Veza sa vremenom smirenjaje sledeca
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B) Karakteristi¢ne veli¢ine u frekventnom domenu

pretek faze

Pretek faze definiSe pretek (rezervu) stabilnosti i dat je izrazom:

gde je presecna ucestanost pojacanja, odredena iz uslova

(sa G(s) je oznaCena funkcija povratnog prenosa sistema ).
Ukoliko je sistem u otvorenoj sprezi stabilan i pri tome minimalne faze ( sve
nule funkcije prenosa se nalaze u levoj poluravni s - ravni ) izmedu preteka
faze i stabilnosti sistema u zatvorenoj sprezi postoji uska veza. Naime,
stabilnost sistema u zatvorenoj sprezi je zadovoljena ukoliko je pretek faze
veéi od nule, pretek faze koji je jednak nuli oznacava grani¢nu stabilnost
sistema u zatvorenoj sprezi, dok negativan pretek faze karakteriSe nestabilne
sistema u zatvorenoj sprezi. Ukoliko je sistem u otvorenoj sprezi nestabilan
ili neminimalne faze, tada se pretek faze ne moze koristiti kao indikator
stabilnosti sistema u zatvorenoj sprezi ( u takvoj situaciji je neophodno
koristiti neki od kriterijuma stabilnosti, recimo Nyquistov) [21].

pretek pojacanja d

Pretek pojacanja se koristi kao alternativna mera preteka stabilnosti i definiSe
se izrazom:

gde je  presecna ucestanost faze definisana relacijom arg{ }=- (
G(s) je funkcija povratnog prenosa ). Ukoliko je sistem u otvorenoj sprezi
minimalne faze i stabilan. pretek pojacanja veéi od jedan ukazuje na stabilan
sistem u zatvorenoj sprezi, pretek pojacanja jednak jedinici ukazuje na
grani¢no stabilan sistem u zatvorenoj sprezi, dok vrednost preteka pojacanja
manja od jedan se odnosi na nestabilan sistem u zatvorenoj sprezi. Pretek
pojacanja nije merilo stabilnosti sistema u zatvorenoj sprezi ukoliko sistem u
otvorenoj sprezi nije bio stabilan i minimalne faze [21].

A) Karakteristi¢ne veli¢ine u kompleksnom domenu

Karakteristi¢ne veli¢ine sistema u kompleksnom domenu su zapravo velicine
koje karakteriSu polozaj dominantnih polova sistema u kompleksnoj s -
ravni. Pod dominantnim polovima se podrazumeva par konjugovano
kompleksnih polova ili realan pol koji dominantno uti¢e na ponaSanje
sistema. Shodno tome, najcesée koris¢ena definicija je ona kojom se za
dominantne polove smatra par konjugovano kompleksnih ili realni pol
najblizi imaginarnoj osi. Tada se polozaj dominantnih polova . karakterise
slede¢im veli¢inanul : faktor relativnog priguSenja se definiSe preko
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ugla koji zaklapa poteg od koordinatnog pocetka do dominantnog pola sa
negativnim delom realne ose ( ) . Za stabilne polove faktor

ima pozitivne vrednosti, za realne stabilne polove vrednost ovog faktora je
veca od jedan, dok se za par konjugovano kompleksnih polova ova vrednost
kre¢e u opsegu (0,1). NepriguSena prirodna ucestanost para dominantnih

konjugovano kompleksnih polova se definiSe kao odstojanja ovih
polova od koordinatnog poc¢etka. Dominantna vremenska konstanta sistema
Td se definise kao gde je  realni deo dominantnog pola. Bilo

koje dve od ove tri veli¢ine na jednoznacan nacin odreduju polozaj
dominantnih polova sistema. Ukoliko je u pitanju realan pol  tada je:

dok se u slucaju para dominantnih konjugovano kompleksnih polova
moze pisati:

Zadatak 4.1

Funkcija spregnutog prenosa sistema sa jedinicnom povratnom spregom je:

Odrediti vezu izmedu brzinske konstante, prose¢ne ucestanosti pojacanja,
propusnog opsega 1 preteka faze sa karakteristicnim veli¢inama u
kompleksnom domenu [21].

ResSenje:

Kako dati sistem poseduje samo dva pola, njegovi dominantni polovi su
odredeni nulama polinoma u funkciji spregnutog prenosa. Shodno tome,
karakteristicne veli¢ine u kompleksnom domenu su faktor relativnog
prigusenja { i neprigusena prirodna ucestanost . Funkcija spregnutog
prenosa se dobija na osnovu funkcije povratnog prenosa iz relacije:

pa se odavde lako dobija izraz za funkciju povratnog prenosa
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Iz ovog izraza se za brzinsku konstantu dobija . PreseCna
ucCestanost pojacanja  se dobija iz definicionog izraza:

Sto je ekvivalentno jednacini

Odavde se dobija

Lako se pokazuje daza  vazi . Dalje, na osnovu definicije preteka
faze mozemo pisati:

odnosno

Za male vrednosti parametra { ({<0,35) zavisnost preteka faze od ovog
paramtera je priblizno linearna. Ukoliko se ova zavisnost linearizuje u
okoline tacke £ = 0 dobija se:

Na osnovu definicije u€estanosti propusnog opsega

dobija se jednacina

Resavanjem ove jednacine, koja se posle kvadriranja svodi na bikvadratnu,
dobija se reSenje za popusni opseg
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Zadatak 4.2.

Funkcija povratnog prenosa sistema automatskog upravljanja je
. Odrediti pojacanje K tako da pretek faze sistema bude

Koliki je tada pretek pojacanja [21]?
ReSenje:

Prvo je potrebno odrediti zavisnost presecne ucestanosti pojacanja od
pojacanja K:

Iz izraza za pretek faze

dobija se da je

odnosno

Pretek pojaCanja se raCuna na osnovu presecne ucestanosti faze

Sto je ekvivalentno jednacini

Odavde se dobija vrednost presecne ucestanosti faze ~, na osnovu
cega se dobija veliCina preteka pojacanja

Zadatak 4.3.

Funkcija povratnog prenosa sistema sa jedna¢inom povratnom spregom je
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Odrediti pretek faze, pretek pojacanja, propusni opseg, vremensko kasnjenje
i rezonantni vrh ovog sistema [21].

ReSenje:

Da bismo odredili pretek faze neophodno je prethodno odrediti presecnu
ucestanost pojacanja. U tu svrhu potrazimo izraz za amplitudsku
karekteristiku funkcije povratnog prenosa

Na osnovu definicje prese¢ne ucestanosti pojacanja, iz jednacine

dobijamo da je

Dakle, prese¢na ucestanost pojacanja je pa se pretek faze
jednostavno izraunava:

Za odredivanje preteka pojacanja potrebna nam je presecna ucestanost faze,
koja se izraCunava na osnovu argumenta funkcije povratnog prenosa:

Ova jednacina je ekvivalentna jednacini

iz koje se direktno dobija resenje

Na osnovu ove vrednosti preseCne ucestanosti faze, za pretek pojacanja se

dobija

Za odredivanje propusnog opsega neophodno je naci funkciju spregnutog
prenosa:
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Prema definiciji propusnog opsega

dobija se jednacina

Uvedimo smenu . Tada gornja jednacina postaje

Iz dve iteracije Newton-Raphsonovim postupkom za odredivanje nula
nelinearnih funkcija dobija se reSenje

Vreme kasnjenja  se definiSe kao negativni izvod faze

gde je faza

Odavde se za vreme kaSnjenja dobija

Rezonantni vrh, odnosno rezonantna ucestanost, je maksimalna vrednost
amplitudske karakteristike sistema u zatvorenoj sprezi, odnosno ucestanost
za koju se taj maksimum doszizeC

Ova relacija je ekvivalentna jednacini

Fizi¢ki ostvarljivo reSenje koje odgovara rezonantnoj ucestanosti je

Visina rezonantnog vrha je
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Geometrijsko mesto korena

Metoda se zasniva na uspostavljanju odnosa izmedu polova i nula funkcija
povratnog i spregnutog prenosa sistema sa povratnom spregom. Ova metoda
pruza moguénost podeSavanja polova, nula i faktora pojacanja funkcije
povratnog prenosa, tako da polovi i nule funkcije spregnutog prenosa dobiju
zeljene vrednosti, odnosno da sistem pri zatvorenoj povratnoj sprezi dobije
zeljene dinamicke karakteristike. UoCena je direktna zavisnost karaktera
odziva, tacnosti rada sistema u stacionarnom stanju, stabilnosti sistema i sl.
od polozaja polova sistema u kompleksnoj s-ravni. Sa druge strane, polozaj
polova u kompleksnoj s-ravni zavisi od parametara sistema, koji mogu biti
promenljivi ili konstantni. Iz dosad pomenutog se moze zakljuciti da je
veoma korisno poznavati zavisnost polozaja polova u kompleksnoj s-ravni
od vrednosti parametara sistema jer se na taj nain moze uspostaviti direktna
veza izmedu vrednosti parametara i odredenih karakteristika sistema (na
primer: veza izmedu pojacanja K funkcije povratnog prenosa i stabilnosti ili
preskoka u oscilatornom odsko¢nom odzivu SAU).

Za potpunu ocenu ponasanja sistema u vremenskom domenu potrebno je
poznavanje polova i nula funkcije spregnutog prenosa sistema. Pri tome
uvek imamo u vidu stabilan sistem, jer nema smisla procenjivati ponasanje
nestabilnog sistema. U realnom sistemu, usled promene parametara, menjaju
se koreni karakteristicne jednacine, a samim tim i osobine sistema. S druge
strane, pri projektovanju se uvek nastoji da se izaberu neki parametri ¢ijom
se varijacijom (podeSavanjem) vr$i optimalizacija ponasanja sistema. I u
fizi€ki realizovanom sistemu takvi elementi za podeSavanje skoro uvek
postoje. Ti promenljivi ili podesljivi parametri izazivaju migraciju korena
karakteristi¢cne jednacine sistema. Skokovita izmena parametara uzrokuje
skokovite promene, dok kontinualna - do kontinualne promene korena
karakteristi¢ne jednacine [44].

Zadatak 4.4:

Funkcija povratnog prenos sistema je ———— Skicirati GMK
sistema [44].

ReSenje:

1. Broj grana GMK je jednak redu sistema, n=3.

2. Polovi sistema su: plzo; p,= -2, p= -3.

3. Konaénih nula nema, m=0.

4. GMK je simetri¢no u odnosu na Re-0su.
5. Asimptote GMK.
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Tacka preseka asimptota: -

Uglovi asimptota:

, k=0,1,2. _— - E—

6. Ugao polaska grana iz polova.

Za pol pl=0 ugao polaska grane GMK je B(pl). Pol p, se iz polova p2:-2 [
(0] (o] 0o 0o (o]

p3:-3 vidi pod uglom 0 , tako da je: B(pl) =-180 - (0 +0 )=-180 .

Za pol p2:-2 ugao polaska grane GMK je B(pz). Pol p, se iz pola p1=0 vidi

(o] 0o (o]

pod uglom 180 i iz pola p3:-3 vidi pod uglom 0, tako da je: B(pz) =-180 -

(180 +0 )=-360 =0 .

Za pol p3:-3 ugao polaska grane GMK je B(ps). Pol p, se iz polova pZ:-2 i

p,=-3 vidi pod uglom 180 , tako da je: B(p,) = -180 - (180 + 180 ) =-180

o

7. Nema kona¢nih nula sistema, sve grane zavrSavaju u beskonacnosti.
8. Intervali preklapanja grana GMK i Re ose su [0,-2] U [-3,).
9. Tacke spajanja i razdvajanja grana GMK i Re ose.

=-2.55. Tacka ne pripada geometrijskom korenu sistema, tako
da je tacka razdvajanja grana GMK i Re ose  =-0.785.

10. Nema visestrukih polova i nula.
11. Presek grana GMK i Im ose.
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Karakteristi¢ni polinom sistema je = s° + 5s° + 6s +K. Rausova Sema
koeficijenata je

R1 83 1 6
R, s2 5 K

Ry 8¢ |—

R4 SO k

Napomena. Kada se Rausov Kriterijum primenjuje u okviru metode GMK, ne
mnozi Se cela kolona nekim pozitivnim brojem!!!

Na osnovu elemenata Rausove kolone, sistem je grani¢no stabilan kada je
Kg=0 i Kg=30.

Kg=0 odgovara grani¢nom, pocetnom stanju, odnosno polu P1=0, tako da se
ova vrednost ne razmatra. Grani¢no pojacanje je Kg=30. Dalje je a0=
Kgr:30, Rn.1:R2:5, paje

Skica GMK je:

Zadatak 4.5
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Funkcija povratnog prenos sistema je ——  Skicirati
GMK sistema [44].

ReSenje:
1. Broj grana GMK je jednak redu sistema, n=3.
2. Polovi sistema su: p= -1; p,.= -31j1.

3. Broj konacnih nula je m=1; z= -2.
4. GMK je simetri¢no u odnosu na Re-0su.
5. Asimptote GMK.

Tacka preseka asimptota:

Uglovi asimptota:

, k=0,1.

6. Ugao polaska grana polova
Za pol p= -1 ugao polaska grane GMK je B(pl). Pol p, se iz pola p,= -34j1
[0} (0]
vidi pod uglom -26.56 i iz pola p= -3-j1 pod uglom 26.56 . Pol p, se iz nule
0 (] (0] (0] (0]
Z, = -2 vidi pod uglom 0 . Sada je: =-180 - (-26.56 +26.56 ) +0 =-

0

180 .
Za pol p,= -3+j1 ugao polaska grane GMK je B(pz). Pol p, se iz pola p= -1

vidi pod uglom 153.44Oi iz pola p,= -3-j1 vidi pod uglom 900. Pol p,se iz

nule z = -2 vidi pod uglom 1350. Sada je: = -1800 - (153.44O + 900) +

135 = -288.44 = 71.56 .

Za pol p3:-3 ugao polaska grane GMK je Zbog simetrije je: = -
= 7156 .

7. Postoji jedna konacna nula sistema, u njoj se zavrsava jedna grana GMK,
dok preostale dve grane zavrsavaju u beskonacnosti.
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Za nulu z = -2, ugao ulaska grane GMK je a(zl). Nula z se iz pola = -1
o] o]

vidi pod uglom 180 , iz pola p,= -3+j1 vidi pod uglom -45 i iz pola p= -3-

(0]

j1 pod uglom 45 .
o] (0] (0] o] (0]

Sada je a(zl) =180 + (0 -45 +45)=180.

8. Interval preklapanja grana GMK i Re ose je [-1,-2].

9. Tacke spajanja i razdvajanja grana GMK i1 Re ose ne moraju da se
odreduju posto na intervalu preklapanja grana GMK i Re ose postoji samo
jedna grana, i ona mora ostati na Re osi.

10. Nema visestrukih polova.
11. Presek grana GMK i Im ose.

3 2
Karakteristi¢ni polinom sistema je =5 + 7s + (16+K)s + 10 + 2K.
Rausova Sema koeficijenata je:

R, s®| 1 16+K
R, s | 7 10+2K

R3 Sl _—

Ry ¢  10+2K
Na osnovu elemenata Rausove kolone vidi se da je VK>0 sistem stabilan,
tako da preseka grana GMK i Re ose nema.
Skica GMK je:

| b Im(s}
4

|
| 3
| B(p,) = 71.56° 2

3 S 0 1 Refs)
L 1
= 25 -

|
-\ 1
|
N\
|
|
I
|
|

B b o0
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Zadatak 4.6:

Funkcija povratnog prenos sistema je —— . Metodom GMK

odrediti pojacanje K za koje je odsko¢ni odziv sistema kriti¢no (grani¢no)
aperiodiCan [44].

ReSenje:

1. Broj grana GMK je jednak redu sistema, n=3.
2. Polovi sistema su: p= 0; p,=p= -11.

3. Broj kona¢nih nula je m=1; z= -32.

4. GMK je simetri¢no u odnosu na Re-0su.

5. Asimptote GMK.

Tacka preseka asimptota:

0
Uglovi asimptota: ¢, .= 190 .

[0}
6. Ugao polaska grana iz polova. =-180 .

7. Ugao ulaska grana u konacne nule. = 1800.
8. Interval preklapanja grana GMK i Re ose je [0,-32].
9. Tacke spajanja i razdvajanja grana GMK i Re ose.
—+ - =0=  +48 +176:O=>c501:-4i02:-44.

0
Tatkaoc =-44
02

Ne pripada geometrijskom korenu sistema, tako da je tacka razdvajanja
grana GMK i1 Re ose G,= -4.

10. Uglovi izlaska grana GMK iz dvostrukog pola P,,= -11.

(o] o]
=—;k=0,1r=2 =0, =180 .
11. Presek grana GMK i Im ose.
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3 2
Karakteristi¢ni polinom sistema je = s + 225 + (121+K)s + 32K.
Rausova Sema koeficijenata je:

R, s 1 121+K
R, s 22 32K
R; S

Ry ¢ 32K

Na osnovu elemenata Rausove kolone, sistem je grani¢no stabilan kada je
K =0iK =266.2.

gr gr
Kgr=0 odgovara grani¢énom, po¢etnom stanju, odnosno polu Pl:0, tako da se
ova vrednost ne razmatra. Grani¢no pojacanje je Kgr:266.2. Dalje je a = 32,
K =8518.4,R =R =22, paje

ar n-1 2

Skica GMK je:

Im{s}
A
g =3872-19.7rad/s |80 4
\
60 f |
4 } g3 =5

\
A /
|
pord »
30 26 20 15 10 - 0 7‘5 > Refst
20
op=-4 | 4 }
60 }
P
\

80

Odskoc¢ni odziv sistema je aperiodican ako su svi polovi realni. Oscilatoran
odziv nastaje ako postoje 1 konjugovano kompleksni polovi. Kriti¢no
(grani¢no) aperiodi€an odziv predstavlja granicu izmedu aperiodi¢nog i
oscilatornog odziva i nastaje ako sistem poseduje polove koji su na granici
izmedu realnih i konjugovano kompleksnih vrednosti. Na skici GMK ta
situacija odgovara tacki razdvajanja (spajanja) grana GMK i Re ose. Ovde je
to tacka G, = -4. Pojacanje K, koje odgovara toj tacki predstavlja trazeno

pojacanje za koje sistem ima kriticno aperiodi¢an odziv. Pojacanje K  se
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odreduje primenom izraza za odredivanje pojaCanja u proizvoljnoj tacki
GMK

22 ag =+/85=9.22rad/s 115
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5. SINTEZA LINEARNIH SISTEMA
AUTOMATSKOG UPRAVLJANJA

Zadatak sinteze ogleda se u izboru strukture i odredivanju vrednosti
podesivih parametara sistema prema postavljenim Kkriterijumima tako da
sistem upravljanja, dobije unapred zadate (zeljene), karakteristike u domenu
stacionarnog i prelaznog rezima rada.

Kod projektovanja obi¢no se zahteva da sistem bude dovoljno tac¢an i da ima
S§to vecu brzinu reagovanja, da na svom izlazu $to vernije reprodukuje date
ulazne veli¢ine sa $to manje oscilovanja i $to manjom osetljivos¢u na
Sumove.

Kao prvi korak da se uradi sinteza sistema potrebno je postavljene tehnicke
zahteve izraziti u pogodnom vidu za proracun vrednosti kriterijuma kvaliteta
ponaSanja sistema, sa kojima se u procesu projektovanja moze dalje
matematic¢ki operisati. ReSenje se najc¢es¢e dobija kao kompromis izmedu
zelje za zadovoljenjem postavljenih tehnickih zahteva i prakti¢nog interesa
za $to veéim pojednostavljenjem racunskog aspekta primene metode za
analizu ili sintezu sistema.

5.1 Sinteza kompenzatora primenom Bodeove metode

Metoda sinteze SAU pomocu Bodeovih dijagrama (t.j. pomocu
logaritamskih amplitudno-frekventnih i fazno-frekventnih karakteristika)
nala je Siroku primenu u inzenjerskoj praksi zbog svoje jednostavnosti i
preglednosti. Ideja metode zasniva se na postojanju veze izmedu prelaznog
procesa i logaritamsko-frekventne karakteristike, koja se izraZzava na veoma
jednostavan nacin. Naime, kad se zna Zeljeni oblik prelaznog procesa onda
se vrlo lako moZe nacrtati zeljena logaritamska karakteristika koja odgovara
tom procesu. A kada se zna oblik Zeljene logaritamske karakteristike onda se
nastoji da se njenom obliku priblizi stvarna logaritamska karakteristika datog
(nekorigovanog) sistema. U najve¢em broju slucajeva stvarna (polazna)
logaritamska karakteristika ne moZe se pribliZiti zeljenoj karakteristici bez
uvodenja odgovarajucih korekcionih elemenata, ili - kako se jo§ nazivaju —
uskladnika(kompenzatora).

Zeljena logaritamsko-frekventna karakteristika otvorenog kola (Bode-ov
dijagram) crta se prema polaznim zahtevima za projektovanje sistema i
prema osnovnim pokazateljima procesa. Osnovni zahtevi obi¢no obuhvataju
- trazenu ta¢nost sistema uslovljenu potrebnim koeficijentom pojacanja,
vreme smirenja prelaznog procesa, trazenu rezervu stabilnosti po fazi i
modulu, odnosno odredeni preskok, propusni opseg i dr.
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Zadatak 5.1

Dat je selsinski pozicioni servomehanizam za prenos ugla na daljinu i
njegov strukturni blok dijagram kao na slici [39].

1 [
™ u
i \ :
4
[
N )
1 | 48
o
Ug > Up |moer -—-1—— 0Pt
(a)
+ 9 Ks Ug LN Up K3 By
9, - Tys+l 5 (T;5+1)
Poj. Malor
(b}

Slika 5.1 Servomehanizam za prenos ugla na daljinu i njegov strukturni blok
dijagram [39]

Kada predajna osovina ima konstantnu uglovnu poziciju, tada izlazna
osovina na prijemnoj strani servomehanizma treba takode da zauzima
konstantnu uglovnu poziciju. Pri tome se zahteva da u stacionarnom rezimu
razlika predajnog i prijemnog ugla bude jednaka nuli. Kada se predajna
osovina obrée konstantnom ugaonom brzinom od ili jedan obrt
u sekundi, tada u stacionarnom rezimu i izlazna osovina treba da se obrée
istom brzinom. Pri tome greSka uglovnih polozaja predajne i prijemne
osovine u svakom trenutku ne sme biti veca od

Od sistema se zahteva da :

-bude dovoljno stabilan da mu pretek faze bude ¢, = 45°,

- brzinska konstanta sistema da bude K, >20sec™ ( —_
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- zahteva se da sistem bude sposoban za pracenje dovoljno brzih promena
ulaznog ugla, tj. potrebno je da presecna ucestanost pojacanja bude
@, >1rad/sec. (Napomena: povecanjem propusnog opsega povecava |
presena ucCestanost pojacanja  , koja je niza od i obrnuto -
smanjenjem propusnog opsega snizavasei  Stoga se zahtev za odredenom
brzinom reagovanja moze izraziti specifikacijom odgovarajuée vrednosti za
prese¢nu ucestanost pojacanja [39].

ReSenje:

Usvojimo selsinski pozicioni servomehanizam sa slike 5.1. Koeficijenat
osetljivosti transformatorske veze selsina je Ks, a funkcije prenosa
pojacavaca 1 naizmeni¢nog dvofaznog servomotora su, respektivno,
Gp(s)=Up(s)/Us(s)= i Gm(s)= = :
gde su

Na osnovu strukturnog blok dijagrama, datih zahteva i podataka njegova
funkcija povratnog prenosa je:

2
s(Ll+s/2)(L+5s/6)

Wf (5) =

Ispitajmo da li sistem sa usvojenim fiksnim komponentama ispunjava
postavljene zahteve. Ve¢ prvi zahtev nije ispunjen, jer je brzinska konstanta

sistema 2 sec-1, a zahteva se K, >20sec™. Ovaj zahtev ée biti ispunjen ako
u sistem unesemo dodatno pojac¢anje A =10. tako da je sad

~ 20
s(1+5/2)(1+5/6)

Wi ()

Da bismo ispitali da li sistem, funkcije povratnog prenosa datog poslednjim
izrazom ispunjava postavljene zahteve u pogledu preteka faze i prese¢ne
ucestanosti pojacanja, konstruiSimo logaritamski dijagram slabljenja za
funkciju AW, (s) . Logaritamski dijagram slabljena za ovu funkciju je

prikazan nasl. 5.2. Vidi se da on se¢e log osu pod nagibom od -60 db/dec
I da je presecna ucestanost pojacanja priblizno jednaka 5,4 rad/sec. (Ova
ucestanost se moze proceniti i na osnovu asimptotskog log dijagrama
slabljenja. Naime, ovaj dijagram omogucéava da se dovoljno ta¢no proceni
gde bi tac¢an log dijagram slabljena presekao log  osu.). Stoga je pretek faze
neuskladenog sistema

¢, =180° +argW, (j5.4) =90° —arctg(5.4) / 2—arctg(5.4) / 6 =—28°
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SI. 5.2. llustracija postupka sinteze diferencijalnog kompenzatora [39]

Prema tome, drugi zahtev, da pretek faze bude 45 °, nije ispunjen.
Neuskladeni sistem, funkcije povratnog prenosa , je nestabilan, jer mu je
pretek faze negativan. Da bi postavljeni zahtevi bili ispunjeni, u sistem je
potrebno uneti kaskadni elemenat upravljanja koji treba da izvr$i popravku
faze od 28° + 45°=73 °, Ovo se moze posti¢i diferencijalnim
kompenzatorom. Primena ovog kompenzatora povecava propusni opseg, tj.
preseCna ucestanost pojacanja kompenziranog sistema ¢ée biti ve¢a od 5,4
rad/sec pa Ce i tre¢i zahtev (@, >1rad/sec) biti ispunjen.

Iz tabele date u knjizi ovog predmeta se vidi da diferencijalni kompenzator
pri niskim ucestanostima unosi slabljenje jednako odnosu a/b. Zbog toga, da
bi brzinska konstanta zadrzala zeljenu vrednost 1 posle unoSenja
diferencijalnog kompenzatora, u sistem c¢e biti potrebno uneti dodatno
pojacanje, koje ¢e kompenzovati slabljenje kompenzatora.

Pri odredivanju parametara kompenzatora najpre se usvaja odnos a/b i to na
osnovu jednatine g =(90°—2arctg/a/b) i potrebne popravke u fazi.
Ukoliko je ovaj odnos manji, fazni ugao diferencijalnog kompenzatora je
vec¢i. Radi prakti¢ne potrebe za lakSom fizickom realizacijom parametara,
ovaj odnos ne treba usvajati manjim od 0.1. Posto je u posmatranom primeru
potrebna velika popravka u fazi (73°), usvajamo a/b=0.1. Tada je, prema (
. = (90° —2arctg,fa/b)), maksimalni fazni ugao diferencijalnog

kompenzatora jednak 54,8° (zahteva se 73 °). Stoga usvaja dvostruki
diferencijalni kompenzator, odnosa a/b= 0.1. Njegov maksimalni fazni ugao
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¢e biti dva puta veéi, 2(54,8°)=109,6°. Posto se zahteva popravka u fazi od
73 °, izgleda da je ovakva kompenzacija predimenzionisana. Medutim, treba
imati u vidu da je zahtevana fazna popravka od 73° izraCunata za prese¢nu
ucestanost pojacanja @, =5.4 rad/sec nekompenzovanog sistema, a posle

primene diferencijalnog kompenzatora preseéna ucestanost pojacanja
kompenzovanog sistema nece vise biti 5,4 rad/sec, ve¢ visa i za nju pretek
faze treba da bude jednak zahtevanom 45°. Zbog toga, izbor tipa
diferencijalnog kompenzatora (jednostruki, dvostruki, itd.) i njegovog
odnosa a/b treba vrSiti tako da ¢,.. bude vece od zahtevane popravke u fazi,

max

izraCunate za prese¢nu ucestanost nekompenzovanog sistema.

Funkcija prenosa usvojenog diferencijalnog kompenzatora, zajedno sa
pojac¢ava¢em za kompenzaciju slabljenja kompenzatora, ima oblik

. 2
[10G, (j@)] =(—1+.“"/ a ]
1+ jow/10a

Slede¢i korak u odredivanju vrednosti parametara kompenzatora je usvajanje
njegove donje prelomne ucestanosti @ =a. Ovo je vazan korak, jer ako se
ova ucestanost usvoji previse nisko ili suviSe visoko, u€ini¢e se promasaj u
kompenzaciji. Efekat dejstva diferencijalnog kompenzatora ¢e se
manifestovati za dati sistem u adekvatnom opsegu ucestanosti, ako se donja
prelomna ucestanost usvoji tako da u rezultatu asimptotski log dijagram
slabljenja kompenzovanog sistema se¢e log @ osu pri $to je moguce Sirem
opsegu pod nagibom od -20 db/dec. Znaci da se¢e log w osu tako da linearni
segmenti, nagiba -20 db/dec, sa leve i desne strane neposredno uz tacku
preseka log dijagrama slabljenja kompenzovanog sistema budu dovoljno
dugacki i priblizno jednake duzine. U skladu sa tim, sa sl. 5.2 se vidi da se
donja prelomna uc¢estanost moze usvojiti a=4 rad/sec. Na taj nacin, funkcija
prenosa diferencijalnog kompenzatora postaje

Logaritamski dijagram slabljenja i faze dodatog diferencijalnog
kompenzatora konstruisan je na sl. 5.2. Njegovim sabiranjem sa dijagramom
slabljenja nekompenzovanog sistema dobijena je frekventna karakteristika
slabljenja i faze kompenzovanog sistema. Do ucestanosti @w=4rad /sec
logaritamski dijagrami slabljenja nekompenzovanog i kompenzovanog
sistema se poklapaju. Dijagramu slabljenja kompenzovanog sistema
odgovara prese¢na ucestanost pojacanja @, ~14 rad /sec.
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Frekventna funkcija povratnog prenosa kompenzovanog sistema ima oblik

20(1+ joo/4)?

W(jo) =[0G, (jo) ] Wi (je) = j0/20) (L+ j/2)(1+ joo 6)

a pretek faze ovog sistema je
¢, =180° +arg A[10G, (j14)]' W, (j14) =50°

Funkcija prenosa

. - 11s/4 )
G, (s) = A[10G, (s)]" = 1000(“ s/40]

kaskadnog elementa upravljanja, koga treba uneti u sistem ukljucuje u sebi
kompenzator zajedno sa pojacavadem, pojacanja (b/a)® =100, za
kompenzaciju slabljenja diferencijalnog kompenzatora, i pojacavaé
pojacanja A =10, za poveéanje brzinske konstante sistema [39].

Zadatak 5.2

Dat je sistem funkcije povratnog prenosa: . Projektovati

redni kompezator tako da se zadovolje sledeci uslovi sistema u zatvorenoj
sprezi: brzinska konstanta , pretek faze

ReSenje:
U cilju povecanja brzinske konstante sistema neophodno je
uvesti pojacanje: (sa je oznacena brzinska

konstanta nekompenzovanog sistema). Zatim se crta asimptotska
amplitudska frekventna karakteristika sistema (slika 5.3,
karakteristika je izvucena debljom linijom)

Neposrednim proveravanjem preteka faze vidi se da zahtev nije
ispunjen , te se pristupa projektovanju diferencijalnog
kompezatora:
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IKWG o)lgg A(10,20); B(25,12); C(50,0); D(100.3-6)
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Slika 5.3 llustracija postupka sinteze diferencijalnog kompenzatora [21]

Za nulu diferencijalnog kompenzatora usvojimo vrednost
Kako je prese¢na ucestanost pojacanja nekompenzovanog sistema takode

, ovakvim izborom nule diferencijalnog kompenzatora c¢e i
presecna ucestanost pojacanja kompenzovanog sistema ostati ista.  Na
osnovu uslova za zeljenu vrednost preteka faze odreduje se pol
kompenzatora

Dakle funkcija  prenosa  kompenzatora  postaje:
. Naslici 5.3 je data i frekventne Kkarakteristike slabljenja

kompenzovanog sistema iizvuéena je tanjom linijom [21].

Zadatak 5.3

Zahteva se sinteza servosistema astatizma prvog reda u kome brzinska
konstanta treba da ima vrednost Kv=5 . Zahteva se dalje da prelazni
proces bude okarakterisan pretekom faze od 45° i prese¢nom ucestanos¢u
pojacanja ne veéom od 1,5 rad/sec. Funkcija povratnog prenosa ne
kompenzovanog sistema je [39]:
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KV
Wils)= s(L+s/2)(L+5/6)

ReSenje:

Ako se faktori pojacanja funkcija prenosa fiksnih komponenti sistema usvoje
tako da prvi zahtev bude ispunjen (Kv=5 ), tada ¢e frekventna funkcija
povratnog prenosa biti

5
jo+ jo/2)(1+ jw/6)

Logaritamski dijagram slabljenja za datu frekventnu funkciju povratnog
prenosa prikazan je linijom obelezena sa W, na slici 5.4. Dijagram sece

Wi (jo) =

logwosu pri @ =3.15rad /sec, pa je pretek faze nekompenzovanog
sistema

# =180° +argW, (j3.15) = +4.7°
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Sl. 5.4. llustracija postupka sinteze integralnog kompenzatora u dve varijante
izvedbe [39]
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Posto je pretek faze pozitivan, nekompenzirani sistem je stabilan. Medutim,
pretek stabilnosti je mali, $to zna¢i da ovaj sistem ima izrazito oscilatoran
prelazni proces sa velikim preskokom i vremenom smirenja. Postoji vise
postupaka da se kompenzacija sistema izvr$i integralnim kompenzatorom.
Ovde ce biti izlozena dva postupka, od kojih svaki direktno vodi ispunjenju
postavljenih zahteva i to bez obzira na red sistema koji se kompenzuje.
Postupci, su u osnovi isti, s tom razlikom $to drugi vodi rac¢una i 0 tome da
vrednosti parametara dobijenog kompenzatora budu pogodniji za fizi¢ku
realizaciju.

Posto je pretek faze pozitivan, nekompenzovanog sistem je stabilan.
Medutim, pretek stabilnosti je mali, $to znaci da ovaj sistem ima izrazito
oscilatoran prelazni proces sa velikim preskokom i vremenom smirenja.

Postoji viSe postupaka da se kompenzacija sistema izvr$i integralnim
kompenzatorom. Postupci, koji ¢e biti izlozeni, su u osnovi isti, s tom
razlikom §to drugi vodi rac¢una i 0 tome da vrednosti parametara dobijenog
kompenzatora budu pogodniji za fizi¢ku realizaciju.

U prvom postupku treba uciniti sledec¢a Cetiri koraka:

1. KonstruiSe se asimptotski log dijagram slabljenja nekompenzovanog
sistema, kod koga je faktor pojacanja funkcije povratnog prenosa podeSen
tako da ovaj sistem ispunjava prvi zahtev, u pogledu veli¢ine odgovarajuce
konstante greske. Zatim se za ovaj sistem konstrui$e i dijagram preteka faze i
to u opsegu ucestanosti koji se nalazi u okolini prese¢ne ucestanosti
pojacanja nekompenziranog sistema. U slu¢aj u posmatranog sistema, ovaj
dijagram se moze konstruisati pomocu jednacine

¢ =180" +argW; (jw) =90° —arctg(w/ 2) —arctg(w/ 6)
2. Na krivoj preteka faze fiksira se tacka kojoj odgovara pretek faze jednak
zahtevanom. U preseku normale iz ove tacke na log @ osu i log @ o0se ocita

se presena udestanost pojacanja @, kompenzovanog sistema. Ako

kompenzovani sistem bude imao ovu prese¢nu ucestanost pojacanja, tada ¢e
njegov pretek faze biti jednak zahtevanom, pod uslovom da se posle
unoSenja kompenzatora dijagrami preteka faze nekompenzovanog i
kompenzovanog sistema poklapaju i to u opsegu ucestanosti u bliskoj okolini
o, . Ovaj uslov ée biti ispunjen ako je primenjeni kompenzator integralnog

tipa i ako je njegova gornja prelomna ucestanost dosta niza od , .

Naime, sa sl. 5.4 se vidi da je pri ucestanostima koje su znatno vise od gornje
prelomne ucestanosti @ =Dbintegralnog kompenzatora fazni ugao ovog
kompenzatora zanemarljivo mali.
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3. Odabere se gornja prelomna ucestanost kompenzatora za 4 oktave niza

od prese¢ne ucestanosti pojacanja ! kompenzovanog sistema. Na osnovu
sl. 5.4 1ili jednacine za fazu kompenzatora se moze videti da ¢e fazni ugao
integralnog kompenzatora biti prakticno zanemarljiv pri ucestanosti koja je
za 4 oktave viSa od gornje prelomne ucestanosti kompenzatora w=b,
Podsetimo da ,,za oktavu niza ucestanost" znaci dva puta niza ucestanost, za
dve oktave - Cetiri puta - , za tri oktave — osam puta - itd. Drugim recima,

. . v ) oy [0 v
ako je, na primer, neka ucestanost ~ 2 za n oktava niza od “Ptada vazi

=0, /(2"

relacijawa Prema tome, po$to je u posmatranom primeru

prese¢na ucestanost poja¢anja kompenzovanog sistema @ =1.25rad /sec,

za gornju prelomnu ucestanost kompenzatora treba usvojiti
125 1.25
= W BT
4. Usvaja se slabljenje integralnog kompenzatora tako da log dijagram
slabljenja kompenzovanog sistema presece log @ osu u tacki kojoj odgovara
o=, Potrebno slabljenje integralnog kompenzatora u dB se o¢itava kao

=0.078 rad/sec

negativna vrednost ordinate log dijagrama slabljenja nekompenzovanog
sistema za ucestanost o, na apscisnoj osi. Sa sl. 5.4 a iz dijagrama se vidi da
je potrebno slabljenje kompenzatora (a/b)db jednako -12 db, pa je

20 Iog(aJ:—H S D by, D008
b a a 4

=0.0195 rad /sec ~ 0.02 rad / sec
Funkcija prenosa kompenzatora ima oblik

1+s/b 1+s/0.078 1+12.8s

G,(s)= = =
a(8) 1+s/a 1+s5/0.02 1+50s

a funkcija povratnog prenosa kompenzovanog sistema je

5(1+5/0.078)
s(1+5s/0.02)(1+s/2)(1+s/6)

W, (s)= Gil(s)wf (s)=

Sliénim postupkom, samo sa manjim vremenskim konstantama se dobije
prenosna funkcija integralnog kompenzatora

1+s/0.2  1+5s

G,(s)= =
2(5) 1+5/0.04 1+25s

Na slici 5.4 je data ilustracija postupka sinteze integralnog kompenzatora u
dve varijante izvedbe integralnok kompenzatora kao 1 odgovarajuce
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slabljenje i faze prenosne funkcije povratnog prenosa kompenzovanih
sistema[39].

Zadatak 5.4.

Funkcija prenosa procesa je —— . Projektovati redni

kompenzator tako da budu zadovoljeni slede¢i zahtevi: brzinska konstanta
pretek faze i pretek pojacanja

ReSenje:

U sistem se mora uneti pojacanje K takvo da je: a

potom se nacrta frekventna karakteristika slabljenja sistema sa prethodno
odredenim pojacanjem K, koja je prikazana na slici 5.5. Ispitivanjem faze
u pojedinim tatkama zakljucuje se da je te je

dovoljno da se za ucestanost preteka faze usvoji —_—

Nula kompenzatora odreduje se iz uslova da ona bude dovoljno udaljena
od presecne ucestanosti pojacanja kako bi integralni kompenzator sto manje
uticao na fazu kompenzovanog sistema:

Grafickim postupkom se odreduje pol integralnog kompenzatora na sledeci
nacin: pocev od tacke crta se amplitudska karakteristika u smeru
opadanja ucestanosti, dakle u levo, koja je u segmentima paralelna sa
pocetnom krivom ( puna linija ), sve do vrednosti ucestanosti :
odnosno do tacke E. Od ove tacke na levo potrebno je povuci pravu pod
nagibom za 20dB manjim (pol integralnog kompezatora smanjuje nagib
karakteristike slabljenja za 20 decibela po dekadi) od nagiba pocetne krive
na tim ucestanostima, dakle pod nagibom od -40 dB po dekadi. U preseku
ove prave i pocetne karakteristike dobija se vrednost pola integralnog

kompezatora u tacki . Proverom se ustanovljava da se
uskladeni sistem Jos je vazno proveriti pretek pojacanja.
Kako je:
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zakljucuje se da je ucestanost preteka pojacanja vecéa od ucestanosti

, Znaci da je vrednost slabljenja na ucestanosti manja nego
na ucestanosti . ( amplitudska karakteristika je opadajuca
funkcija na visim ucestanostima, kao i fazna karakteristika ). Samim tim
je i pretek pojacanja vec¢i od . Amplitudska karakteristika

kompenzovanog sistema data je na slici 5.5. tanjom linijom.

Yo Jhg A0.001,73.98): B(1,13.98); C(2,1.94); D(0.003,64.44); E(0.03,24.44)
P | O

[

80

&0

NI
\‘\.\‘--.

40 P,

20 _ =N

0 LN
™~

‘\
|

/

-40

-60
0.001 0.01 0.1 1 10

Slika 5.5.[21]

Zadatak 5.5:

Zadati deo sistema opisan je funkcijom prenosa. lzvrsiti sintezu rednog
kompenzatora

tako da uskladeni sistem zadovoljava sledece zahteve:

- konstanta greske polozaja
- pretek faze ;

- presecna ucestalost pojacanja ;

- slabljenje u opsegu niskih ucestanosti za
svako [21]
ReSenje:
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Kompenzator mora da sadrzi dodatno staticko pojacanje K jer je
postojeCa konstanta polozaia U sistemu manja od
zeljene. Otuda se ovo pojacanje racuna kao koli¢nik Zeljene i postojece
konstante polozaja:

Na slici 5.6 je  debljom linijom nacrtana amplitudska
asimptotska karakteristika nekompenzovanog sistema sa dodatim
pojacanjem K.

_‘, IKW( o )lyg  A0.1,40); B(0.14,40); C(4,109); D(15-12.1); E(0.71258); F (1.63,11.5) G5.0)
e
N
30 \k_\
20 E\‘\‘\\\
\ »
10 \\
F
0 NN
[t “‘:§§
-10 D
20 o
0.1 1 10 100
Slika 5.6.[21]
Zahtev za postize se integralnim kompenzatorom. Kako

je potrebno da integralni kompenzator bude sto udaljeniji od ove
ucestanosti, da bi njegov uticaj na pretek faze bio sto manji, a kako, sa
druge strane, zabranjena oblast u opsegu niskih ucestanosti iz postavke
zadatka uslovljava polozaj amplitudske karakteristike, jedan od
nacina projektovanja integralnog kompenzatora je da amplitudska
karakteristika kompenzovanog sistema prolazi  kroz teme zabranjene

oblasti . Deo karakteristike koja sadrzi tacku temena mora
imati nagib za 20dB manji od nagiba pocetne karakteristike na toj
ucestanosti. U preseku ovog dela novoformirane karakteristike sa po¢etnom
dobija se tacka E, na osnovu koje se o€itava pol integralnog kompenzatora

Da bi se odredila i nula integralnog kompenzatora
potrebno je crtati segmente amplitudske karakteristike u levo, pocevsi od
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tatke G, jer je to zeljena tacka presecne ucestanosti pojacanja, koji su
paralelni sa segmentima pocetne amplitudske karakteristike, sve do
preseka F sa segmentom koji prolazi kroz teme zabranjene oblasti. Tacka
F definiSe nulu integralnog kompenzatora i njena apscisa odreduje nulu

integralnog  kompenzatora . Na taj nacin se grafickom
metodom odreduje funkcija prenosa integralnog kompenzatora:

Ukoliko se proveri faza, videc¢e se da taj zahtev nije zadovoljen, pa je

potrebno uvesti diferencijalni  kompenzator oblika: —_

Diferencijalni kompezator odreden sa dva parametra, a kako postoji samo
jedan zahtev koji oni treba da zadovolje, a to je zahtevani pretek faze,
postoji jedan stepen slobode. Uobiajeno je da se usvoji nula

diferencijalnog  kompenzatora i neka je to vrednost
Iz uslova za pretek faze numericki se odreduje pol dlferenCIJaInog
kompenzatora:

Moze se  usvojiti . Amplitudske  karakteristika
kompenzovanog sistema data je na slici 5.6. tanjom linijom. Definitivno
redni kompenzator postaje:

5.2. Sinteza  kompenzatora  pomoéu  metode
geometrijskog mesta korena.

U osnovi se moze re¢i da principi sinteze kompenzatora ostaju isti, bez
obzira da li se sinteza vr§i pomocu frekventne metode ili u s-ravni, tj.
koris¢enjem geometrijskog mesta korena. Kod oba slucaja potrebno je
izabrati strukturu i parametara kompenzatora, koga treba uneti u sistem, tako
da se postignu neki unapred postavljeni zahtevi u pogledu kvaliteta
prelaznog procesa i maksimalno dozvoljene greske stacionarnog rezima.
Kada se sinteza kompenzatora zeli izvrSiti pomocu frekventne metode,
pomenuti zahtevi se moraju izraziti u vidu vrednosti odgovarajuée konstante
greske, preteka faze ili preteka pojacanja 1 propusnog opsega ili vrednosti
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prosecne ucestanosti pojacanja kompenzovanog sistema 0 kojima se govorilo
u prethodnim poglavljima[39].

Pri sintezi sistema pomoc¢u metode geometrijskog mesta korena zahtevi u
pogledu ta¢nosti rada, potrebnog preteka stabilnosti i brzine reagovanja
sistema se izrazavajui preko Zeljenih lokacija polova i nula funkcije
spregnutog prenosa kompenzovanog sistema u s-ravni jer karakter prelaznog
procesa sistema i1 parametri ovog odziva su u najvec¢oj meri odredeni
lokacijom para dominantnih polova funkcije spregnutog prenosa, tj.
konjugovano kompleksnim korenima karakteristicne jednaCine sistema, koji
se nalaze najblize imaginarnoj osi s-ravni. Lokaciju ovih polova je odredena
faktorom relativnog prigusenja & i neprigusenom prirodnom frekvencijom

w, (alternativno & 1 T,, gde je T, dominantna vremenska konstanta,
Td S:I‘/é:a)n )

Kao $to je receno ovi paramtri tacno definiSu karakter i brzinu odziva
sistema drugog reda i priblizno sistema viSeg reda s izrazenim dominantnim
polovima. Oni dakle definisu prelazni rezim.

Ustaljeno stanje sistema je odredeno greSkom u stacionarnom stanju,
odnosno odgovaraju¢im konstantama greske (K,, Ky ili Kj). Prema tome,
tehnicki zahtevi za zadovoljenje za stacionarno i prelazno stanje sadrze ova
tri parametra &, on, Kq, gde je Kq - zahtevana konstanta greske.

Proces projektovanja zapocinje ispitivanjem ispunjenosti tehnickih zahteva.
Najpre se proverava da li polazni, nekompenzovani sistem, zadat funkcijom
povratnog prenosa W, (s), ispunjava zadate dinamicke tehnicke uslove: ( i

on. Par ({,o, ) definiSe polozaj dominantnog pola funkcije spregnutog
prenosa kompenzovanog sistema u s-ravni. Shodno metodi GMK, tacke na
granama GMK definiSu polove spregnutog prenosa sistema za odgovarajuce
pojacanje. Prema tome, sistem ¢e ispuniti zadate dinamicke zahteve ako pol,

definisan sa
5, =—&w, + jo,[1-&

pripada GMK sistema. Kao S§to je poznato, tacke na granama GMK
ispunjavaju osnovni fazni kriterijum

pa se kontrola ispunjenja dinamickih zahteva svodi na proveru uslova

#(s,) =argW, (s,)) =-=
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Ako je ovaj uslov ispunjen, sistem ¢e zadovoljiti zadane tehnicke uslove u
pogledu dinamike, s tim §to se mora odrediti pojacanje GMK u tacki s1 i ono
podesiti u funkciji povratnog prenosa sistema. Ako poslednji uslov nije
ispunjen, potrebno je u sistem uneti diferencijalni kompenzator.

Kada su zadovoljeni zadati dinamicki uslovi, pristupa se proveri ispunjenosti
zadatih tehnickih uslova u pogledu staticke ta¢nosti. Ta provera se odvija
proverom ispunjenosti relacije

K, = ngg s'W; (s) > K,

gde eksponent r oznaCava stepen astatizma sistema, a Kgz je trazena
vrednost odgovarajuc¢e konstante greske (polozaja (r=0), brzine (r=1) ili
ubrzanja (r=2)). Ako poslednja relacija nije ispunjena, u sistem se mora
uneti integralni kompenzator.

Iz prethodnog izlaganja jasno je da se, kada polazni sistem ne zadovoljava
dinamicke, a zadovoljava statiCke zahteve, projektuje samo diferencijalni
kompenzator. U suprotnom slucaju, projektuje se samo integralni
kompenzator. Ako, pak, polazni sistem ne zadovoljava ni dinamicke niti
staticke zahteve, tada se prvo projektuje diferencijalni, a zatim integralni
kompenzator.

Tehnika sinteze sistema u s-ravni je jednostavnija u poredenju sa sintezom
sistema pomocu frekvente metode 1 to zbog toga $to se u primeni ove tehnike
graficki 1 analitiCki operiSe sa korenima karakteristicne jednacine, §to je
pogodnije u poredenju sa manipulacijama na frekventnim karakteristikama

[39].
Zadatak 5.6

Od sistema ¢ija je funkcija povratnog prenosa

se zahteva: da relativni faktor prigusenja para dominantnih polova funkcije
spregnutog prenosa kompenzovanog sistema bude: { = 0,6 i da dominantna
vremenska konstanta bude T4 = 1/3 sec [39].

ReSenje:

Potrebno je postaviti par dominantnih konjugovano kompleksnih polova na
pravoj { = 0,6 i krugu o, =5 (jer je w, = LTy =5 rad/sec i Tq = L/lun),

odnosno u tackama S, , :
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kao na donjoj slici.

Ugao y = arccos( - {) = 127 °.

Sl. 5.7. Sinteza diferencijalnog kompenzatora za sistem funkcije povratnog
prenosa[39]

Ako proveremo argument funkcije W, (s) u tacki s; dobije se
¢ = Wi(s1) = ~(£81) (£ (81%2)) (£ (5118)) = p1 (= - y) = B2 — fla= -
127°— 104°-38,7°= —269,7°,

Postaje jasno da se tacke u kojima Zelimo da lociramo dominantne
konjugovano kompleksne polove ne nalaze na geometrijskom mestu korena

(inade bi argument iznosio 180°). Shodno tome, prva “popravka“ koju
kompenzator treba da izvrsSi jeste da unese prirastaj od:

A=— ¢ — 180°=269,7°— 180° = 89,7°,
y="15 (g —2) =% (127° - 89,7°) = 18,6°,
A+7y=108,3°.

Na osnovu izracunatih vrednosti za uglove y i A + v i primenjujudi izloZeni
postupak, na sl. 5.7 se ocitavaju vrednosti a=I,6 i b= 14,8. Prema tome,
kompenzator ima funkciju prenosa
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pa je funkcija povratnog prenosa W (s) kompenzovanog sistema

gde je K = 16K

Vrednost faktora pojacanja K, pri kojoj ¢e karakteristicna jednacina
kompenzovanog sistema 1 + W (s) = 0 imati par korena s; >, se moze odrediti
na osnovu svojstva geometrijskog mesta korena:

gde su By, By, B3, Bs i A, veli¢ine odgovarajuéih potega na sl. 5.7, Kkoji
povezuju kriti€ne frekvencije kompenzovanog sistema sa tackom ;.
IzraCunavanjem (ili merenjem) ovih veli¢ina i zamenom u poslednju
jednacinu dobija se

Odredimo, na kraju, i brzinsku konstantu sistema

Parametri diferencijalnog kompenzatora a i b se mogu takode odrediti na
osnovu analitickog izraza preuzet iz navedene literature[] je.

J1-0.67

[1800 ~53.13° _ -269.56° +180j
tg +

(a,b)=5| 0.6+ = (1.684;14.849)

2 2-1

Funkcija povratnog prenosa kompenzovanog sistema je

Na sl. 5.8 (a) i (b) prikazana su geometrijska mesta korena,
respektivno nekompenzovanog i kompenzovanog sistema.
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Sl. 5.8. Geometrijsko mesto korena: a) nekompenzovanog, b)
kompenzovanog sistema u primeru

Na narednoj slici je dat odsko¢ni odziv nekompenzovanog i kompenzovanog

sistema iz poslednjeg primera.

s=tf('s");

H=1;

C=389.2* (s+1.684)/(s+14.849)
Gl=1/(s* (s+2)* (s+8));
G=series (C,Gl);

W=feedback (G,H,-1);
Wl=feedback (1l6*Gl,H,-1);

W2=feedback (16*2.78*G1,H, -
1);

t=0:0.01:4;
x1l=step (W, t);
x2=step (W1, t);
x3=step (W2,t);
plot(t, [x1,x2,x3]);
grid

1.4

12

0.8

0.6

0.4

0.2

/

—— 1. kompenzovan sistem Kv=2.78
—— 2. nekompenzovan
—— 3. nekompenzovan

sistem Kv=2.78
sistem Kv=1

Slika 5.9 Odskocni odziv sistema iz poslednjeg primera [27]
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Na slici se vidi efekat uticaja unesenog diferencijalnog kompenzatora na
oblik prelaznog procesa sistema (karakteristika 1).

Napomenimo da se zadatak u prethodnom primeru mogao resiti
jednostavnije, ne primenjujuci dati, opSti postupak sinteze diferencijalnog
kompenzatora. Naime, u izvesnim slucajevima kompenzacija se moze
izvrsiti postupkom skracivanja. Ovaj postupak se zasniva na usvajanju nule
diferencijalnog kompenzatora da bude jednaka jednom od polova funkcije
provratnog prenosa nekompenzovanog sistema. Postupak skradivanja se
moze primenjivati samo u onim slu¢ajevima, gde se pomeranjem jednog
pola funkcije povratnog prenosa nekompenzovanog sistema moze posti¢i da
geometrijsko mesto korena prode kroz zeljenu tacku u s-ravni.

Ako se za nulu ovog kompenzatora usvoji vrednost a, =2 (postupak

skra¢ivanja pola funkcije prenosa), pol b, se moze odrediti na osnovu

zeljenog prirastaja faze u tacki S :
Ag=arg(s+2)—arg(s+b,) =104° -89.7° =arg(s, +b,) = b, =19.77

Ovakvim izborom diferencijalnog kompenzatora obezbedeno je da GMK
sadrzi Zeljeni polozaj dominantnih polova, medutim treba odrediti potrebno
pokacanje K kako bi se polovi sistema u zatvoreoj sprezi nalazili ta¢no u
tim tackama. Takvo pojacanje K se odreduje iz sledee relacije (uslov
modula):

+8||s, +19.77
IKG, (s)W, (9] =1= K = —— _[slls+8s | _12.26
Gy (s)W (5)| 16

Konacno, funkcija prenosa diferencijalnog kompenzatora postaje:
G, (s)=42.26— 372

s+19.77
Zadatak 5.7
Funkcija prenosa sistema je —— . Projektovati kompenzator
tako da faktor relativnog prigusenja para dominantnih konjugovano
kompleksnih polova funkcije spregnutog prenosa bude , a da
dominantna vremenska konstanta bude - [21]
ReSenje

Geometrijsko mesto korena nekompenzovanog sistema prikazanje na
sledecoj slici
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Slika 5.10 [21]

Potrebno je postaviti par dominantnih konjugovano kompleksnih polova na
pravoj ima vrednost kosinusa ugla  izmedu prave
koja spaja koordinatni pocetak i dominantni pol i negativnog dela realne ose)
i krugu =5, odnosno u tackama

Ako se proveri argument funkcije W(s) u tacki , dobija se:

Postaje jasno da se tacke u kojima Zelimo da lociramo dominantne
konjugovano kompleksne polove ne nalaze se na geometrijskom mestu
korena ( inace bi argument iznosio -180° ). Shodno tome, prva ‘popravka’
koju kompenzator treba da izvrsi jeste da unese prirastaj faze od

, kako bi grane GMK kompenzovanog sistema sadrzale zeljene
dominantne polove. U tom cilju uvodimo diferencijalni kompenzator:

Ako se za nulu ovog kompenzatora usvoji vrednost = 2 (postupak
skrac¢ivanja pola funkcije prenosa ), pol se moze odrediti na osnovu
zeljenog prirastaja faze u tacki

187




Ovakvim izborom diferencijalnog kompenzatora obezbedeno je da GMK
sadrzi zeljeni poloZzaj dominantnih polova, medutim treba odrediti potrebno
pojacanje K kako bi se polovi sistema u zatvorenoj sprezi nalazili tacno u
tim tackama. Takvo pojacanje K se odreduje iz sledece relacije ( uslov
modula):

Konaéno, funkcija prenosa kompenzatora postaje: —_—

Geometrijsko mesto korena kompenzovanog sistema prikazano je na
sledecoj slici

X H ke

.25 : -20 15 1o 5 0

-2

-4

6

-8

Slika 5.11 [21]

Zadatak 5.9
Za sistem funkcije povratnog prenosa —— zahteva se
projektovanje kompenzatora tako da koeficijent relativnog prigusenja para
dominantnih konjugovano kompleksnih polova iznosi , dominantna
vremenska konstanta sistema - ; propusni opseg rad/sec i
brzinska konstanta . [21]
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ReSenje
U preseku prave i prave

— - dobijaju se tacke polozaja zeljenih dominantnih
konjugovano kompleksnih polova:

Kako je neprigusena prirodna ucestanost dominantnih polova —

mozemo zakljuciti da je propusni opseg sigurno manji od vrednosti
3rad/sec (frekventna karakteristika slabljenja u tacki ima pad nagiba od -
40dB/dekadi, te je vrednost propusnog opsega malo vec¢a od neprigusene
prirodne ucestanosti, §to zadovoljava postavljeni zahtev). Ukoliko se proveri
argument funkcije W(s) u tacki s=s; dobija se:

Ocigledno je potrebno uvesti diferencijalni kompenzator koji ¢e doprineti
prirastaju faze od . Ako se za nulu diferencijalnog kompenzatora
usvoji (postupak skrac¢ivanja ), na osnovu zahteva za potrebnim
priraStajem faze odreduje se polozaj pola diferencijalnog kompenzatora:

Potrebno pojacanje koje treba uvesti u sistem se racuna na osnovu uslova
modula:

Tako kompenzovan sistem ima brzinsku konstantu , koja je
manja od Zeljene. Zbog toga je potrebno uvesti integralni komopenzator

Ako se usvoji — , ha osnovu zeljene brzinske
konstante dobija se

Konacno, funkcija prenosa kompenzatora postaje:

————— Geometrijsko mesto korena
kompenzovanog sistema je prikazano na sledecoj slici
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Slika 5.14 [21]

Zadatak 5.10

Funkcija prenosa procesa je —— . Isprojektovati redni
kompenzator tako da budu zadovoljeni slede¢i zahtevi :
[21]
ReSenje:
Na osnovu zahtevanog Koeficijenta relativnog priguSenja i nepriguSene

prirodne ucestanosti, odreduje se par dominantnih konjugovano kompleksnih
polova:

Kako je potrebno je uvesti diferencijalni
kompenzator koji ¢e uvesti prirastaj faze u tacki . Usvajenjem
nule diferencijalnog kompenzatora = | (postupkom skracivanja ), iz
uslova argumenta dobija se pol = 0.188. Potrebno pojacanje koje treba

uvesti u sistem racuna se na osnovu uslova modula:

Jos§ je potrebno proveriti ostvarenu brzinsku konstantu:
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Kako je ona manja od zadate, potrebno je uvesti integralni kompenzator ¢iji
¢e kolicnik nule i pola biti jednak 10. Usvajanjem nule integralnog
kompenzatora = 0.1 za njegov pol se dobija = 0.01. Konacno, funkcija
prenosa kompenzatora je

Geometrijsko mesto korena kompenzovanog sistema prikazano je na
sledecoj slici.

10 -3 5 4 z

Slika 5.15 [21]
Zadatak 5. 11

Funkcija povratnog prenosa sistema automatskog upravljanja je
W(s)=——~

(s=1(s” +5s+10)
zatim odrediti karakteristicne tacke i naznaciti ih na grafiku GMK. b)
Odrediti pojacanje K=K; U sistemu tako da dominantna vremenska
konstanta sitema u zatvorenoj povratnoj sprezi bude minimalna. ¢) Na
osnovu GMK odrediti opseg pojacanja K za koje je sistem u zatvorenoj
sprezi stabilan. d) Isprojektovati redni kompenzator minimalnog reda ako je
K =11 to prema slede¢im zahtevima: faktor relativnog prigusenja ¢=0.61

dominantna vremenska konstanta T, < (3/2)sec .[15]

, K>0 a) Skicirati geometrijsko mesto korenova, a

ReSenje:
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K

a) Kako je funkcija povratnog prenosaWw (s) = , K>0, na
) : P gp ) (s—1)(s* +55+10)
osnovu koje odredujemo polove sistema p =1 i p,;= —gi jg,
0 ="i=135
asimptote 34 i uz uvazavanje ostalih pravila za crtanje GMK
C,=—=
3
imamo
4 T T T T T
Im{s}
3k ]
2k a
1 .
Re{s}
0
-1b -
2k -
-3k -
“ s ” 3 > 1 0 1

Slika 5.16.[15]

=0 =0, =-11 o, =-5/3. Kriti¢no pojacanje i

. . . d 1
Tacke odvajanja —| —
ds|W(s) |,
kriticnu ucestanost mozemo odrediti na viSe nacina, tako na primjer na
osnovu GMK imamo

(s-1)(s°+55+10)+K = (s + a2 ) (s+a), a>0 = a, =Bsec™ i K, =30.

b) Na osnovu GMK se uoc¢avadaje T, =-1/0, za K, =

min

1
——=12.
|\N(j0'01)|

c) Opseg pojacanja za koje je sistem u zatvorenoj sprezi stabilan je
K e (K,, K, ) . Vrijednost K, se jednostavno odreduje na osnovu GMK

(s-1) (s’ +5s+10)+K =s(s* +bs+c), b,c>0 =K, =10
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d) Na osnovu GMK i uslova zadatka se zakljuCuje da je dovoljno uvesti
kompenzator sa proporcionalnim dejstvom G (s)=K_,. Trazena tacka

s, =1(-0,6+j0,8) koja mora lezati na GMK i T, = 02

<§ = 1>10/9. Kako
A 2

je arg{W(s)}=-180°=>1=116 a sada iz uslova modula |KW,(s) =1
=K, =135 [15]

Zadatak 5. 12

Posmatra se sistem sa negativnom povratnom spregom. Na slici 5.17 data je
konfiguracija kritiénih ucestanosti (polova X i nula 0) funkcije povratnog
prenosa W(s)/K, K>0.

Dvostruka tacka jo
"
X x =
—6 -3 OT
Slika 5.17.

Odrediti: a) Funkciju povratnog prenosa W(s)i na osnovu nje skicirati
geometrijsko mesto korenova za K >0, a zatim odrediti karakteristi¢ne tacke
i naznaliti ih na grafiku GMK; b) Isprojektovati kaskadni kompenzator
minimalnog reda za K =1, tako da sistem u zatvorenoj povratnoj sprezi ima
par dominantnih polova odredenih sa ¢=0,6 i @, =5sec™.[15]

ReSenje:
a) Na osnovu rasporeda kriti¢nih uestanosti formira se funkcija povratnog

_ K
s(s+3)%(s+6)

odvajanja od realne ose o, =—3—¥ I o, =—3+¥, zatim tacka presjeka

prenosa u obliku w(s) = . Trazene karakteristi¢ne tacke su: tacke

Qi+Dm
asimptota sa realnom osom i ogovarajuci uglovi o

o,=-3

,i=0,123
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2

kriticno pojacanje K, =729/4 i kriti¢na ucestanost a, :Tsec’1 se dobija iz

identiteta: s(s+3)%(s+6)+K,, =(s* + S )(s* +as+h)

S—ravan

Slika 5.18 [15]

1
s(s+3)%(s+6)
¢ =arg{Wy(s;)} =—360°, 1=-¢—180=180°. Uvodimo dvostruki diferencijalni

b) Kako je w,(s) = I s,=-3+j4 iz uslova zadatka imamo da je

l+s/a
1+s/b
usvojimo nulu diferencijalnog kompenzatora a=15, tada iz uslova
argumenta dobijamo pol diferencijalnog kompenzatora b, tj.

2
kompenzator Gd(s):( j jer je y:%(126,8°—180°):—26,6°<0. Ako

arg{W,(s,)G, (s,)} =-180°=b =136 .

1z uslova modula sledi da moramo uvesti dodatno pojacanje K, =34,22, tako
da je trazeni kompenzator:

2
G, (s) =34, 22(%)

1+s/13,6

Zadatak 5.13
Za sistem ¢ija je funkcija povratnog prenosa

W(s)=K 5 1 , K>0
(s+2)"(s“+4s+8)

a) Skicirati geometrijsko mesto korenova 1 naznaciti karakteristi¢ne tacke. b)
Na osnovu GMK odrediti sve vredonsti pojacanja K za koje je dominantna
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vremenska konstanta sistema u zatvorenoj sprezi: bl)T, =0,5sec i b2)
T, >0,5sec. [15]
ReSenje:

1
(s+2)(s* +45+8)
osnovu koje odredujemo polove sistema p,,=-2 | p,, =-2+j2, asimptote

a) Kako je funkcija povratnog prenosa W (s) = K K>0, na

0, = I—ﬂ i=135,7
"4’ 777 iuzuvazavanje ostalih pravila za crtanje GMK imamo

o,=-2

(Ky @y

\\\\\1 /v

Re{s}

Slika 5.19.[15]

Tacke odvajanja —

df 1
ds| W (s)

=0 = 0, =-2. Iz ove relacije se dobijaju i tacke

s=0y

razdvajanja GMK ka asimptotama tj. s,, =—2+jv2 .

b) Na osnovu GMK se uocava da je T,=05sec za Ke(0,K], gdje je
1

K,=———=4,aza T, >0,5sec imamo K (K, K,), gdje je K, =100.
W (js,)|
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